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Rezumat: Articolul propune un model matematic al dublului pendul giroscopic, precum si
realizarea practicd a unui model fizic in vederea studiului experimental a dinamicii acestuia.
Modelul fizic al pendulului este realizat cu doud discuri avind miscari independente de rotatie
si o articulatie dubla care permite sistemului o miscare de pendulare pe doud axe de coordonate.
Cuvinte cheie: pendul giroscopic, analiza dinamicd, miscare de precesie, cuplu giroscopic

Abstract: This article proposes a mathematical model of the double gyroscopic pendulum, as
well as the practical realization of a physical model for the experimental study of its dynamics.
The physical model of the pendulum is realized with two discs having independent rotational
movements and a double joint that allows the system a pendulum movement on two coordinate
axes.
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1. INTRODUCERE

Studiul fenomenelor giroscopice a fost fundamentat de catre Leonard Euler, care in anul
1765 a elaborat celebra teorie a miscarii solidului cu punct fix. Teoria giroscopului a fost
continuata si dezvoltatd de cétre mecanicieni celebri: Lagrange, Poinsot, Sofia Kovalevskaia,
Necrasov, Jukovski [1] [2] [3] [4].

Echipamentele si sistemele giroscopice se utilizeazd pentru masurarea inclinarilor,
directiilor, vitezelor unghiulare, acceleratiilor liniare si unghiulare, cuplurilor, vibratiilor. Ele
mai pot fi folosite in cadrul sistemelor automate ca elemente integratoare si derivatoare.
Sistemele giroscopice au o largd utilizare in pilotarea automatd a (aero)navelor in navigatia
aeriana $i maritima, in dirijarea rachetelor si vehiculelor spatiale, in stabilizarea miscarii
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aparatelor aerospatiale, in navigatia inertiala.

Giroscopul este un corp rigid greu cu punct fix, cu simetrie de revolutie in repartitia
masei care execut o miscare de precesie regulatd, avand viteza unghiulara de rotatie proprie
orientata in lungul axei de simetrie si de revolutie.

2. DUBLUL PENDUL GIROSCOPIC. MODEL EXPERIMENTAL

Dublul pendulul giroscopic (fig. 1) este un mecanism format din: batiu/suport - element
fix rigid (fig. 2), o tija rigida (fig. 3), o articulatie dubla (fig. 4) si doud platane/discuri (fig. 5)
ce executa, fiecare, miscari de rotatie independente. Gradul de mobilitate al acestui mecanism
este M=2, deoarece are doud miscari independente pe axele de coordonate OX si OY. Cuplul
giroscopic apare datoritd platanelor ce executd miscari de rotatie si o miscare de pendulare.

Fig. 1 Dublul pendul giroscopic

Fig. 4 Articulatie dubla Fig. 5 Platane/discuri
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3. DUBLUL PENDUL GIROSCOPIC. MODEL FIZIC SI MATEMATIC

Fig. 6 Dublul pendul giroscopic - model fizic [5]-[11]

In figura 6 este prezentat modelul fizic simplificat al dublului pendul giroscopic.
Conform [12] [13] [14] [15] [16], sistemul de ecuatii Euler pentru rigidul cu punct fix este

jlgx - wywz(jz _]3) = MOx
]Zgy —w,wx(J3—J1) = MOy 5 (D
3€z — wxwy(ll —J2) = My,

unde J1 = Jox, J2 = Joy $1J3 = Jo, sunt momentele principale de inertie ale pendulului.

Din motive de simetrie structurald a pendulului, se poate scrie [17] [18]

{]1 =J, =] =mzé

) 2
Js =Ja @)

unde: 7m este masa totala a pendulului

Zc = 0C - distanta de la punctul de suspensie O la centrul de greutate C al pendulului
giroscopic

J4 - momentul de inertie al pendulului fatd de axa proprie de rotatie

Daca se noteazd | — [y =] giro $i se considerd functionarea in regim stationar a

giroscopului (in care momentul de actionare Mo, invinge doar cuplul fortelor de frecare),
ecuatiile de miscare devin
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]gx +]girowywz =0
J&y = JgiroWzwx =0 ) 3)
Jag, =0 © w, = W,y = Ct.

unde w,.,; este viteza unghiulara de rotatie proprie a giroscopului.

Considerand o variatie armonica a unghiului de rotatie in jurul axei mobile Oy, se poate
scrie

@y = Pcoswy,t

wy, = —Pw,sinw,t ()
_ 2
& = wapcosa)pt

unde: w, este pulsatia migcarii de pendulare
® - amplitudinea miscarii de pendulare

Din primele 2 ecuatii ale sistemului (3) rezulta:

mzéey, — J girow, Pw,sinw,t = 0
6))
mzccbwpcoswp — Jgirowzwx =0
Din prima ecuatie a sistemului (5) rezulta:
]gtro d t 6
Ex = — —— w, Pwy,sinw, (6)
Din a 2-a ecuatie a sistemului (5) rezulta:
mzC dbwp
Wy = — coswyt (7)
Jgiro Wz
Prin integrarea ecuatiei (6) se obtine:
) ]glm w,Pw, [ sinw,tdt = — ]gm’ dw,cosw,t (8)
x mz2 z D D mz2 z D
Din egalitatea w, date de relatiile (7) si (8) se obtine:
2,2 2 2
mzcﬁ_]giro :&_ ]giro
]giro Wy ng z wZZ ng
w Jgi Jgi
= b _ QLTZO = (Up — glrzo W, )
Wy mzg mzg
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4. STUDIU DE CAZ - CALCULUL PULSATIEI DE PENDULARE

Se considera pendulul giroscopic din figura 1 pentru care se cunosc:

1200rot _ 2N, 211200
Nyot = W D Wyt =W, = 0 = 60 = 125,66rad/s
Mylatane = 0,041(9} 0,04 - 0,042 e 5
>y =2———=64X10"°Kgm
Tplatane = 0,04m Ja 2 9

ltija =Zc = O,Zm

mtija = 0,07Kg

Prin utilizarea relatiei de calcul (9) se obtine o pulsatie a miscarii de pendulare a
pendulului realizat fizic w, = 10rad/s.

5. STUDIU EXPERIMENTAL

In studiul experimental al dublului pendul giroscopic au fost analizate doua cazuri: cazul
in care vitezele unghiulare ale platanelor au acelasi sens si cazul in care vitezele unghiulare ale
platanelor au sensuri opuse [19] [20]. In primul caz s-a constatat ci miscarea de pendulare este
influentatda de cuplul giroscopic adicd in momentul in care pendulul executd o miscare
oscilatorie in jurul axei Ox, momentul giroscopic schimbi directia de pendulare pe Oy. In al
doilea caz, cele doua viteze unghiulare fiind opuse ele se anuleaza, iar cuplul giroscopic nu mai
apare, iar miscarea de pendulare raimane pe aceeasi directie.

6. CONCLUZII

In urma efectudrii experimentului s-a constatat ¢ aparitia momentului giroscopic
modificd parametrii cinematici i dinamici ai unui sistem aflat in miscare.

Miscarea periodicd nu este una continud, ea este una amortizatd datoritd fortelor
disipative din sistem si anume fortele de frecare.
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