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Rezumat: Articolul prezinta analiza dinamica a unui sistem mecanic 6DOF cu legaturi vdsco-
elastice si simetrii structurale (de dispunere a maselor, a elementelor elastice si a aparatelor de
reazem elastomerice). Simetriile conduc la obfinerea unor modele fizice si matematice
simplificate, cu sisteme de ecuatii diferentiale decuplate ce descriu comportamentul dinamic in
subsisteme de miscari cuplate dupa anumite directii. Daca sistemul mecanic este rezemat prin
intermediul a patru legaturi elastice (conform studiului de caz) ce conduce la o simetrie dupad
un plan vertical-longitudinal, modelul matematic devine mai simplu iar vibratiile sistemului se
decupleaza in doua subsisteme cu cdte 3 migcari cuplate.

Cuvinte cheie: 6 grade de libertate dinamica, analiza dinamicd, simetrii structurale, sistem cu
miscari decuplate, subsisteme dinamice cu miscari cuplate

Abstract: The paper presents the dynamic analysis of a 6DOF mechanical system with visco-
elastic bearings and structural symmetries (masses, elastomeric bearings). The physical and
mathematical models are simplified due of the symmetries, the systems of differential equations
are decoupled and describe the dynamic behavior in subsystems of coupled movements. The
mechanical system supported by four elastic bearings (according to the case study) lead to a
symmetry after a vertical-longitudinal plane; in this case, the mathematical model becomes
simpler and the vibrations of the system are decoupled into two subsystems with 3 coupled
movements.

Keywords: 6DOE, dynamic analysis, structural symmetries, system with decoupled movements,
dynamic subsystems with coupled movements

1. INTRODUCERE. MODELUL DINAMIC AL SISTEMULUI MECANIC-
ELASTIC 6 DOF. MODURILE PROPRII DE VIBRATIE

Sistemul ecuatiilor diferentiale de miscare ale solidului rigid cu legaturi vasco-elastice
are sase ecuatii cuplate elastic si vascos. Sub forma matriciald, modelul dinamic 6DOF pentru
vibratiile fortate ale acestui sistem se scrie [1] [2] [3] [4] [7] [12] [17] [18]:

Aj+Bq+Cq=f (1)
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Pentru analiza modald a sistemului mecanic vasco-elastic, se considera sistemul de
ecuatii diferentiale de miscare (1) neperturbat [1] [2] [3] [4] [7] [12] [17] [18]:

AGg+Bq+Cq=0, )

unde: A este matricea coeficientilor de inertie a sistemului
B - matricea coeficientilor de amortizare vascoasa
C - matricea coeficientilor de rigiditate/flexibilitate

- vectorul coordonatelor generalizate (deplasarilor)

Q-1

7- vectorul vitezelor generalizate

G- vectorul acceleratiilor generalizate

=: ]

- vectorul nul

=01

Pentru determinarea modurilor proprii de vibratie a sistemului mecanic, se considera
sistemul de ecuatii diferentiale de miscare (2), in care se neglijeaza coeficientii de amortizare:

AG+Cq=0, )

Daca se inmulteste vectorial la stanga ec. (3) cu inversa matricii de inertie (care este
nesingulard), se obtine ecuatia matriciala diferentiald canonica [5] [6] [8]

AG+Cq=0 |xA7(stg.) »A'AG+A"'Cq=0 (4a)
- - =lg =D N
sau
G+Dg=0, (4a)
unde:
1 - 0
Ig=]: i | este matricea unitate de ordinul 6
0o - 1
dip - die
D=A1'xC=|:i ~ i |estematricea dinamicd a sistemului 6DOF
de1 -+ dee

Pentru determinarea modurilor proprii de vibratie (pulsatii/frecvente proprii si vectori
proprii) se considera ecuatia matriciald/vectoriala algebrica de forma [9] [10] [11]

Dy =1y, (5

<

unde: A; = p? i = 1,6 sunt valorile proprii ale matricii dinamice D
v; 1 = 1,6 - vectorul propriu corespunzator valorii proprii 4;
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2. MATRICILE CARACTERISTICE ALE SISTEMULUI MECANIC 6 DOF

Considerandu-se un sistem de referintd triortogonal-drept cu originea in centrul de
greutate al sistemului (modelat ca un solid-rigid cu legaturi vasco-elastice) si axe principale
(momentele de inertie centrifugale sunt nule), matricea coeficientilor de inertie devine
diagonala, modelul matematic decuplandu-se inertial [1] [2] [13] [14]:

A = DIAG(m,m,m,],,],.],) » (6)

Modelul matematic al sistemului rdmane cuplat vascos si elastic prin intermediul
matricilor coeficientilor de amortizare vascoasd B si a matricii coeficientilor de
rigiditate/elasticitate C. Ecuatiile diferentiale de miscare raman cuplate elastic si vascos.
Formele generale ale matricilor coeficientilor de cuplaj sunt:

-matricea coeficientilor de amortizare [4] [16] [17]:

Zcix 0 0 0 chc i - Zcfxyi
0 Zcfy 0 7261} i 0 ch i
0 0 Zciz chzyz Zczz i 0
B=l (e, 2) (7)
7ZnyZf Zcizyi Z Ci Z +Ci )i 7zclzx'yi 7261',\:)11'2:'
265 0 e — DGk ) szx + €5 22 *Zcix)’izf
7_Zcbcyf ch i 0 _Zci:cyfzi _Zcixyi i Z Cix Vi +cnx12 i
-matricea coeficientilor de rigiditate[4] [16] [17]::
I Zktx 0 0 0 Zkzx i 7Zkixyi |
0 Zkfy 0 an i 0 an i
0 0 Zkfz Zklzyl Z klZ 1 0
oo kyz Sk (k22 + I k2 ®)
Z iy Zi Z iz Vi Z nzl ol zzyz Z iz%i Vi Z iy ZiX;
Zkuc i 0 Zkzz i Zkzz iVi Z(kzzxz +klle kayz i
| Zkiryf Z kn i 0 an i*i - Zkbcyi Zj Z kbcyz ot knxz )7

3. SISTEM MECANIC 6 DOF CU SIMETRII STRUCTURALE
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Fig. 1 Solid-rigid 6DOF cu simetrie structurala dupa un plan vertical-longitudinal [4] [6] [11] [16]
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Se considera modelul idealizat al sistemului mecanic elastic din figura 1 cu simetrii
structurale (inertii, elasticitati, amortizari, rezemare) si sistem de axe central si principal Cxyz.
Simetriile care pot fi luate Tn considerare sunt [19] [22] [23]:

-axa verticald de simetrie Cz daca toate punctele de reazem sunt identice si b, = bz
-plan vertical-longitudinal de simetrie yCz daca perechile elementelor de reazem 1-2 si 3-4 sunt
identice dar 2-3 si 4-1 nu sunt, sau daca b, # b3, sau ambele.

Daca sistemul are simetrie structurald dupa planul vertical-longitudinal yCz, miscarile
se decupleaza in 2 subsisteme cu miscari cuplate astfel [20] [21] [22]:

1) subsistem cu miscari cuplate de derapare laterala + ruliu + giratie (X » Py, (pz)
2) subsistem cu migcari cuplate de inaintare + saltare + tangaj (Y, Z, ¢,)

4. STUDIU DE CAZ - MODURILE PROPRII ALE UNEI GRINZI DIN BETON
ARMAT CU PLAN DE SIMETRIE VERTICAL-LONGITUDINAL

Fig. 2 Grinda de 40 m din beton armat (axonometrie)

In figurile 2 (axonometrie) si 3 (sectiune) este prezentati o grindi din beton armat
utilizatd la structura de rezistentd (tablier) ale unor poduri/viaducte de pe autostrada
Transilvania. Grinda este rezemata pe 4 aparate de reazem identice doud cate douad la fiecare
dintre cele 2 capete. Caracteristicile dimensionale si structurale ale sistemului grinda-reazeme
sunt urmatoarele (din desenele de executie si montaj sau calculate):

1)CARACTERISTICI DIMENSIONALE:
mdimensiuni de gabarit IXLxH - 1,2x40%2 [m]
mcote de montaj A=2axB=2b - 0,390x39,100 [m]
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2)CARACTERISTICI INERTIALE (model cu plan vertical-longitudinal de simetrie):
mh=1,0309712 [m]
mmasa m=82950,400 [kg]
mmomente de inertie si raze de inertie (axe centrale si principale)
Jx=11104962,627 kgm? ix=11,570425 m
Jo=  49106,522 kgm?  §,=0,7694145 m
Jc=11064250,563 kgm? i;=11,549196 m

3)CARACTERISTICI REAZEME VASCO-ELASTICE:

Reazem i=1,...,4 1=2 3=4
kix 0,26><106 N/m 0,51><106 N/m
ki Kiy 0,26x10° N/m 0,51x10° N/m
ki; 312x10° N/m 496x10° N/m
Cix 16x10° Ns/m 72x10° Ns/m
ci Ciy 16x10° Ns/m 72x103 Ns/m
Ciz 20x10° Ns/m 30%x10°% Ns/m
1200 1200
g 8 ©
8 8 ® ®
3 (2
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Fig. 3 Grinda de 40 m din beton armat (sectiune)

In figura 4 este prezentat sistemul de axe de coordonate central si principal Cxyz si
planul vertical-longitudinal de simetrie al grinzii din beton armat.

Matricile caracteristice ale sistemului 6DOF (calculate cu caracteristicile dimensionale,
inertiale ale grinzii si cele elastice ale aparatelor de reazem) sunt urmatoarele:
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Ye -

Fig. 4 Grinda de 40 m din beton armat cu plan vertical-longitudinal de simetrie

-matricea de inertie:

X
82950
0

0
= 0
0
0

-matricea de rigiditate:

X
1540000

0
0

= 0

Y Px @ -
0 0 0 0 0
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-matricea dinamici D = A~ X C:

X
18,5653
0
0
0
32,3317
-0,883476

Y Z Ox Dy Q-
__o_ o 0 -19,1403 -117,842 X
18,5653 0 19,1403 -: 0 0 Y
0 19481,52 86731,3 0 0 VA
0142972 647854 _ 556185 1 0 .
0 0 0 1284,66 205,222 oy
0 0 0 0,910838 53,2029 -

Pulsatiile/frecventele proprii caracteristice celor 6 moduri proprii de vibratie se
determinad din ecuatia caracteristica (a pulsatiilor proprii):

vai=livi l=1,6

det(D — Mg) =0 = 1,

Pi:\//l_i

_Pi
2T

fi

in tabelul 1 sunt date, in ordine crescitoare, valorile/pulsatiile/frecventele proprii

determinate prin rezolvarea numerica a ecuatiei polinomiale a pulsatiilor proprii.

Tabel 1
MPV A[s7] p=SORT(A) [rad/s] | f=p/(2x) [Hz]
1 15,452588 3,93 0,626
2 18,565259 4,31 0,686
3 55,670912 7,46 1,188
4 1285,306441 35,85 5,706
5 17988,322508 134,12 21,346
6 57111,666265 238,98 38,035

Corespunzitor celor 6 MPV, matricea modala (a vectorilor proprii normalizati dupa
miscarile de translatie din planul orizontal xCy) este:

0,626
A%
1
0
0
0
0,021775
0,022878

f[Hz]

v

0,686 1,188 5,706

v Y3 Yy

0 1 1

1 0 0
0,000012 0 0
-0,000003 0 0

0 0,810861  -65,877624

0 -0,328048  -0,049417
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21,346
Vs
0
1
-54539,205
938,96714
0
0

38,035
Y6
0
1
6880,1104
2985,0746
0
0
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Pentru cele 2 subsisteme cu miscari cuplate, matricile modale (cu vectorii proprii
normalizati) sunt:

1)subsistem cu miscari cuplate de derapare laterala + ruliu + giratie (X Py, qoz)

f[Hz] 0,626 1,188 5,706
Y Vi V3 V4
1 1 1
®1*= 0,021775 0,810861 -65,877624
0,022878 -0,328048 -0,049417

2)subsistem cu miscari cuplate de inaintare + saltare + tangaj (Y, Z, ¢,)

f[Hz] 0,686 21,346 38,035
Y Y2 Ys Ve
1 1 1
D= 0,000012 -54539,205 6880,1104
-0,000003 938,96714 2985,0746

5. CONCLUZII

» modelarea unui solid rigid cu legaturi elastice sau vasco-elastice cu diverse tipuri de simetrii
conduce la obtinerea unor sisteme de ecuatii diferentiale de migcare decuplate in subsisteme cu
mai putini coeficienti de cuplaj si, deci mai usor de studiat analitic; in acest fel, pot fi puse in
evidenta influentele factorilor dimensionali, inertiali, elastici (eventual si a celor de amortizare)
asupra formelor modurilor proprii de vibratie [19] [20] [21] [22] [23];

P daca se poate modela solidul rigid cu simetrii astfel incat miscarile acestuia sa se raporteze
la un sistem de axe central si principal, atunci miscarile acestuia dupa cele sase “directii” (X,
Y, X, ©x, ®y, @) sunt cuplate numai prin intermediul coeficientilor nediagonali ai matricii de
rigiditate (eventual si prin intermediul amortizarilor daca sunt semnificative) [22];

+pentru studiul de caz considerat, se poate constata “gruparea” a trei dintre frecventele proprii
in zona 0,6+1,2 Hz, o frecventd de circa 5,7 Hz, celelalte 2 frecvente fiind mult mai mari decat
primele patru si grupate in intervalul 21-38 Hz; aceasta se poate explica prin diferenta mare
dintre elasticitatea elementelor de rezemare pe verticalda (efort de compresiune) fatd de
elasticitatile in plan orizontal (solicitari de forfecare) 1: 973, 1: 1200;

#valorile sau foarte mari sau foarte mici ale coeficientilor vectorilor proprii conduce la
concluzia ca, in interiorul subsistemelor cu miscéari cuplate, cuplajele sunt "slabe"; in mod real,
se poate considera ca si miscarile acestor subsisteme sunt cvasi-decuplate.
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