
 

Rezumat:  Se  tratează  rostogolirea  cu  alunecare  a  unei  curbe  convexe  peste  o  altă  curbă

convexă fixă. Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării sunt obţinute din teoremele generale adaptate mişcării plăcii şi

din matricea constrângerilor care diferă de la un caz la altul.

Cuvinte cheie: legături cu constrângeri, matricea constrângerilor, dinamica multicorp 

Abstract: It is treated in fact the rolling with sliding of a convex curve over another fixed convex curve.

The differential equations of the motion are obtained from general theorems adapted to the motion of the plate

and from constraint matrix which is different from case to case.

Keywords: links with constraints, constraints matrix, multibody dynamics

1. INTRODUCERE

Pentru  stabilirea  modelelor  matematice  ale  calculului  dinamic  numeric  al  sistemelor

multicorp [5] se utilizează  fie teoremele generale ale mecanicii,  fie ecuaţiile lui Lagrange.

Echivalenţa  analitică  dintre  cele  două  modele  conduce  la  utilizarea  unor  proprietăţi  ale

matricelor vitezelor unghiulare ale solidului, proprietăţi ce se vor stabili in prezenta lucrare.

2. ASPECTE CINEMATICE. NOTAŢII

Se consideră placa mobilă cu centrul de greutate O , de masă m  si moment de inerţie J

faţă de punctul  O , mărginită de curba  Γ (Fig.1) care se rostogoleşte cu sau fără alunecare

peste o curbă convexă fixă  0Γ  şi fie  XYO0  sistemul de referinţă  fix, iar  Oxy  sistemul de

referinţă mobil solidar cu placa poziţionat faţă de sistemul fix prin coordonatele ( )00 ,YX  şi

prin unghiul θ .
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Fig.1. Placa mobilă peste o curbă fixă

Se consideră de asemenea definite coordonatele parametrice faţă de sistemul fix ale curbei

0Γ ,  ( )1ξX ,  ( )1ξY  şi  derivatele  acestora  în  raport  cu  parametrul  1ξ  până  la  ordinul  trei

( )
pp YX , ,  ( )

ss YX , ,  ( )
tt YX , ,  precum  şi  coordonatele  parametrice  faţă  de  sistemul  mobil

( )2ξx ,  ( )2ξy  ale curbei  Γ  şi derivatele acestora în raport cu parametrul  2ξ  până la ordinul

trei ( )
pp yx , , ( )

ss yx , , ( )
tt yx , .

Utilizând pentru început notaţiile: 
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condiţia de contact între curbele 0Γ  şi Γ  din punctul A  se transcrie în relaţia:

16

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

XO

T
Y

),( 00 YXO  
N  

θ  
0Γ  

A 
A 
A 

y  
x  

Γ  



{ } { } [ ] { }rθRR ⋅+= 0 , (5)

iar condiţia de tangenţă se transcrie în relaţia 

{ } [ ] [ ] { } 0=⋅⋅⋅ p

T

p rθUR . (6)

Prin derivarea în raport cu timpul a relaţiilor (4), (5) şi ţinând seama de egalităţile

[ ] [ ] [ ]θUθ ⋅⋅= θ̇˙ ; [ ] [ ]2
2

IU −= . (7)

se obţin expresiile

{ } { } [ ] [ ] { } [ ] { } { }0rθrθURR =⋅⋅+⋅⋅⋅++⋅− pp 201 ξθξ ˙˙˙˙ ; (8)

{ } [ ] { } { } [ ] [ ] { } { } [ ] [ ] { } { }0rθURrθURrθR =⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅− s

T

pp

T

sp

T

p 21 ξξθ ˙˙˙ (9)

Viteza din punctul de contact, de componente ( )
yx vv , , scirsă matriceal sub forma

{ } 







=

y

x

v

v
v , (10)

pe baza relaţiei (8), poate avea una din formele

{ } { } [ ] [ ] { }rθURv ⋅⋅⋅+= θ̇˙
0 , (11)

{ } { } [ ] { }
pp rθRv ⋅⋅−⋅= 21 ξξ ˙˙ , (12)

şi are acelaşi sens cu vectorul de componente ( )pp YX ,  dacă 

{ } { } 0>⋅ v
T

pR , (13)

respectiv de sens contrar dacă

{ } { } 0<⋅ θT

pR . (14)

        3.  ECUAŢIILE DINAMICE GENERALE ALE MIŞCĂRII

În cazul mişcării discului mărginit de curba Γ  peste placa mărginită de curba 0Γ  (Fig. 1),

forţele de legătură din punctual de contact A  sunt reacţiunea normala N  de componente xN ,

yN  în sistemul XYO0  şi reacţiunea tangenţială T  de componente xT , yT  în sistemul XYO0 .
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Dacă torsorul forţelor exterioare care acţionează asupra discului mobil are componentele
în  sistemul  fix  ( )0MFF

yx  atunci  din  teoremele  generale  ale  dinamicii  [2],  în  absenţa
frecării de rostogolire se obţin ecuaţiile:

xxx TNFXm ++=⋅ 0
˙̇ ;

yyy
TNFYm ++=⋅ 0

˙̇ ;

( ) ( ) ( ) ( )
Xxyy

TNYYTNXXMJ +⋅−−+⋅−+=⋅ 000θ̇̇ ,

(15)

care, cu ajutorul notaţiilor
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{ } { } { }TNF +=
L , (18)

se transcriu în ecuaţia matriceală

[ ] { } { } { }
LFFqM +=⋅ ˙̇ , (19)

unde prin  { }
L

F  s-a notat matricea componentelor torsorului rezultant al forţelor de legătură
(matricea forţelor de legătură).

Matricea forţelor de legătură, ţinând seama de expresia (5), se poate scrie şi sub forma
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iar într-o exprimare mai generală [1], [3], se pot scrie şi sub forma

{ } [ ] { }λAF ⋅=
L , (21)

unde matricea  [ ]A  depinde de parametrii  cinematici  ( )2100 ,,,, ξξθYX ,  iar  { }λ  reprezintă
matricea coloană a unor parametrii ce definesc forţele de legătură.

În acest fel, ecuaţia diferenţială matriceală dinamică (19) devine: 

[ ] { } { } [ ] { }λAFqM ⋅+=⋅ 1˙̇ , (22)
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şi conţine trei ecuaţii scalare.
La ecuaţia matriceală (22) se adaugă ecuaţia matriceală a constrângerilor cinematice care

[1], [3] este de forma

[ ] { } [ ] { } { }0qDqB =⋅+⋅ 21 ˙˙ , (23)

Unde

{ } ( )T

212 ξξ=q , (24)

iar matricele [ ]B , [ ]D  depind de parametrii cinematici ( )2100 ,,,, ξξθYX .
Prin derivarea în raport cu timpul a relaţiei (23) şi prin utilizarea notaţiei

{ } [ ] { } [ ] { }21 qDqBC ˙˙˙˙ ⋅−⋅−= , (25)

se obţine ecuaţia

[ ] { } [ ] { } { }CqDqB =⋅+⋅ 21 ˙̇˙̇ . (26)

Ecuaţiile (22) şi (26) se reunesc în ecuaţia finală
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din care se derivează, prin calcul numeric funcţiile de timp ( ){ }tq1 , ( ){ }tq2 , ( ){ }tλ .

În ecuaţia (27) prin  [ ]
mn

0  s-a notat matricea nulă cu  m  linii şi  n  coloane, prin  1n  s-a

notat numarul de coloane ale matricei [ ]A , iar prin 2n  s-a notat numarul de linii ale matricelor
[ ]B , [ ]D .

        4.  CAZUL LEGĂTURII CU FRECARE DE ALUNECARE

              4.1. ASPECTE TEORETICE

În acest caz forţa de frecare de alunecare T  (fig.1 ) este situată pe tangenta la curbă, de
sens opus vitezei de alunecare şi îndeplineşte condiţia

NT ⋅= 0µ , (28)

unde 0µ  este coeficientul de frecare de alunecare.
Dacă se admite că parametrul λ  este pozitiv atunci pe baza expresiilor (12), (13), (14) se

pot scrie relaţiile
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px XT ⋅⋅= µλ ; py YT ⋅⋅= µλ , (29)

Unde
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În acest fel forţa totală de legătură are componentele

( )
pppp YXXY ⋅+⋅+−⋅ µµλ (31)

şi cu notaţiile
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se deduce

{ } [ ] λ⋅= AF
~

L
. (34)

Pe parcursul calculelor se testează  semnul parametrului  λ  deoarece în cazul legăturii
unilaterale, la schimbarea semnului se produce desprinderea.

         4.2. APLICAŢIE

Pentru discul circular din fig.2 să se determine variaţia în timp a parametrilor v , 1ξ , 2ξ ,
θ ,  λ , în aceleaşi  condiţii  iniţiale considerând pentru coeficientul de frecare  de alunecare
valorile 01.00 =µ ; 1.0 ; 2.0 .

În acest caz, prin calcul direct se deduc expresiile:

( ) 2
101011 sincos ξµξµξξ ˙˙̇ ⋅−⋅−⋅

−
=

rR

g
; 

( )[ ]2
11

0 sin
2

ξξ
µ

θ ˙˙̇ ⋅−+⋅⋅
⋅

−= rRg
r

;

( )[ ]2
11sin ξξ ˙⋅−+⋅⋅= rRgmN ; ( ) θξ ˙˙ ⋅+⋅−= rrRv 2

1 ;

θξξ −= 12 ,

(35)

unde v  este viteza de alunecare.
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Fig.2. Aplicaţie

Din  momentul  în  care  viteza  de  alunecare  se  anulează  mişcarea  discului  devine  de

rostogolire fără alunecare, iar modelul matematic pentru acest caz se va stabili ulterior. 

Pe baza rezultatelor numerice obţinute pentru parametrii  v ,  1ξ ,  2ξ ,  θ ,  λ  s-au trasat

diagramele de variaţie pe intervalul de timp până la care viteza de alunecare se anulează, iar

mişcarea devine de rostogolire pură.

Fig.3. Variaţia în timp a parametrului v  când 01.00 =µ

Fig. 4. Variaţia în timp a parametrului v  când 
1.00 =µ
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Fig. 5. Variaţia în timp a parametrului 1ξ  când 
01.00 =µ

Fig. 6. Variaţia în timp a parametrului 1ξ  când 
1.00 =µ

Fig. 7. Variaţia în timp a parametrului 2ξ  când 
01.00 =µ

Fig. 8 Variaţia în timp a parametrului 2ξ  când 
1.00 =µ
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Fig. 9. Variaţia în timp a parametrului θ  când 
01.00 =µ

Fig. 10. Variaţia în timp a parametrului θ  când 
1.00 =µ

Fig. 11. Variaţia în timp a parametrului λ  când 
01.00 =µ

Fig. 12. Variaţia în timp a parametrului λ  când 
1.00 =µ

23



Se constată că odată cu creşterea coeficientului de frecare de alunecare (fig. 3, 4), timpul

până la care viteza de alunecare se anulează scade şi de asemenea scade şi unghiul 1ξ  (fig. 5,

6), care poziţionează centrul discului în momentul în care se termină rostogolirea cu alunecare

şi începe rostogolirea pură
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