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Rezumat:  Studiul  deformaţiilor  barelor  in  domeniul  liniar  elastic  supuse  la  compresiune,  necesită

totdeauna scrierea ecuaţiilor de stabilitate a echilibrului elastic. O structură este stabilă dacă la o modificare finită

a condiţiilor iniţiale nu au loc schimbări foarte mari ale soluţiei de echilibru iniţial, în caz contrar structura astfel

încărcată este nestabilă. Comportarea unei coloane supusă la compresiune se raportează la cazul clasic al coloanei

EULER ce  reprezintă  o  bară  perfect  dreaptă  articulată  la  capete,  dintr-un  material  omogen,  liniar  elastic,  cu

secţiune constantă având o axă de simetrie, bara fiind supusă la o forţă de compresiune dirijată după axa barei ce

trece prin centrele de greutate ale secţiunii. Scopul acestei lucrări este de a prezenta modul în care se obţin matricile

de rigiditate Kff şi Kfh pentru o bară supusă la compresiune având capetele rigide sau articulat-rigide, pentru a putea

scrie relaţiile matriceale între forţele/cuplurile şi deplasările capetelor. De asemenea sunt prezentate exemple de

calcul a forţelor critice pentru două  coloane cu unul şi respectiv două  reazeme intermediare folosind programul

MATHCAD    

                Cuvinte cheie: calculul forţei critice de flambaj, coloane cu reazeme intermediare

Abstarct: The study of deformable linear beam subjected to compression required always the stability

equilibrium equatins. A structure is stable if a finite change in the initial conditions does not produced an infinite

change in the solution, otherwise the structure is unstable. The clasic elastic behaviour of the column subjected to a

compressive force is referred as the Idel Euler Column: a perfect starin beam, made of a homogeneous linearly

elastic  material, with a constant cross-section having a simmetrical shape, subjected to compressive force along

centroids cross-section axis. The aim of this paper is to explain the build of stiffness matrix Kfh and Fff of Fixed-Fixed

Beam Column respectivley Fixed-Hinged Beam Column to obtain the relation between reactions and end-degrees of

freedom. In the paper are presents also two applicatins of this matriceal method for calculus of critical load buckling

P/PE corresponding to column with one and two pin, using MATHCAD programm.   
Keywords: compressive force, critical load, MATHCAD programm

1.  RELAŢII  MATERICEALE  PENTRU  CALCULUL  SISTEMELOR  DE  BARE  CU

NODURI RIGIDE 

Pentru un element de bară  sudat la capete (cu noduri rigide), delimitat de nodurile  1  şi 2,

având  lungimea  L,   rigiditate  la  întindere-compresiune  EA,  rigiditate  la  încovoiere  EI   se
consideră un sistem de axe de local yxO1  astfel încât axa xO1  să coincidă iniţial cu axa barei. 

a. În zona stabilităţii elastice a  barei cu noduri rigide, sub acţiunea sarcinilor exterioare şi  a
forţelor de legătură din noduri, au loc atît deformaţii ale elementului cât şi deplasări liniare sau
unghiulare ale capetelor (nodurilor rigide), notate cu: 222111 ,v,u,,v,u ϕϕ  (fig.1). 

Prin izolarea elementului faţă de cele două noduri se introduc forţele şi

cuplurile de forţe nodale notate cu (fig.1): 
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RelaŃia matriceală între  forŃele şi 
cuplurile de forŃe şi deplasările 
liniare/unghiulare nodale ale 
capetelor 1 şi 2 au fost deduse [1], 
[3]  şi au următoarea formă: 
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Dacă se notează  EAL
2
/EI = α  atunci relaŃia matriceală (1)  se mai poate scrie sub forma: 
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În cazul particular al unei grinzi continue, supusă doar la încovoiere şi forfecare (fără 
eforturi axiale) relaŃia matriceală (2) se scrie sub forma: 
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b. În zona instabilităŃii elastice a barei drepte articulată la un capăt şi rigidă la celălalt 

(fig.2), solicitată cu forŃa axială P, funcŃiile deplasărilor v(x), ale rotirilor ϕ(x) şi eforturilor 
încovoietoare  Mi(x) sunt date [2] de expersiile:  
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Constantele C1, C2, C3 şi C4 din relaŃiile (4) se determină din condiŃiile la limită:  
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Expresia efortului încovoietor Mi(x) din relaŃiile (4) devine: 
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Dacă se fac notaŃiile:  
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atunci relaŃia (7) devine: ( )Lvv
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 ForŃele V1 şi V2 se determină din ecuaŃiile de echilibru scrise pentru element: 
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RelaŃiile (9) şi (10) se mai pot scrie sub forma matriceală [2] astfel: 
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Cazul barei drepte rigidă la un 

capăt şi articulată la celălalt (fig.3) 

se obŃine prin oglindirea figurii 2 

faŃă de o axă verticală, încât 

mărimile se modifică astfel:  M2→-

M1;  V2→V1;  V1→V2; ϕ2→-ϕ1 ; 

v2→v1;  v1→v2 . 
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RelaŃia matriceală (11) se scrie pentru acest caz astfel: 
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c. În cazul flambajului barei drepte rigidă la ambele capete (fig. 4), solicitată cu o forŃă axială 
P, forma de echilibru a deformatei barei, funcŃiile deplasărilor v(x), rotirilor ϕ(x) şi 
eforturilor încovoietoare  Mi(x) sunt date [2] de expersiile:  
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Constantele C1, C2, C3 şi C4 se determină din condiŃiile la limită:  
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Se obŃin rezultatele: 
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Expresia (13) a efortului încovoietor Mi(x) devine: 

( )kxcosCkxsinCEIk)x(M 21

2

i +=                    (16) 

Expresiile efortului încovoietor Mi la capetele barei se scrie în funcŃie de deplasări şi rotiri 
astfel: 
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ForŃele V1 şi V2 se determină din ecuaŃiile de echilibru scrie pentru element: 
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Dacă se fac notaŃiile: 
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RelaŃiile (16) şi (17) între forŃele şi deplasările nodale se mai pot scrie sub forma matriceală 

[2] astfel: 
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Verificarea relaŃiei matriceale (20) se poate face prin particularizarea barei nesolicitate 

axial: în acest caz: P→0,  kL→0 şi se obŃine la limită valorile skL , ckL ce conduc la acelaşi 

relaŃie forŃe-deplasări (3):  
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2. FLAMBAJUL BAREI ARTICULATE LA CAPETE CU UN REAZEM 

INTERMEDIAR  

 

Se consideră o bara dreaptă de rigiditate EI formată din două tronsoane de lungimi L1 şi L2, 

cu un reazem intermediar situată la limita celor două tronsoane, solicitată de o  forŃă axială P ca 
în figura 5. 
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Pentru această coloană se pot scrie relaŃiile matriceale între forŃele şi deplasările nodale 

(11) şi (12) pentru cele două tronsoane 1-2 şi 2-3, Ńinând seama că deplasările din reazeme sunt 

nule, astfel: 

• Bara 1 (tronsonul 1-2):  
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• Bara 2 (tronsonul 2-3):  
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EcuaŃia de echilibru a eforturilor încovoietoare din reazemul 2 se scrie: 

0MM 2_21_2 =+                    (24) 

Ceea ce conduce la ecuaŃia de stabilitate la flambaj pentru acest caz: 
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Pentru cazul particular:  L1=L,  L2=αL, şi pentru valorile numerice α=0.05;   α=0.1;   

α=0.2;  α=0.5;   α=1;  α=2;  α=5; α=10,  se obŃin soluŃiile date în tabelul 1, folosind 

programul MATCAD pentru reprezentarea funcŃiei şi calculul rădăcinilor ecuaŃiei 

 

. 

    Tabelul 1 

α kL Lb/L=π/kL P/PE= 

=(kL/π)
2 

Lungimea 

coloanei  

0.05 4.4208 0.7106 1.9802 1.05⋅L 

0.1 4.3521 0.7218 1.9191 1.1⋅L 

0.2 4.2229 0.7439 1.8068 1.2⋅L 

0.5 3.8567 0.8146 1.5071 1.5⋅L 

1 3.1416 1 1 2L 

2 1.9283 1.6292 0.3767 3L 

3 1.3533 2.3214 0.1856 4L 

4 1.0403 3.0199 0.1097 5L 

5 0.8446 3.7196 0.0723 6L 
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ObservaŃii: 

• Cazul α=0.05 corespunde barei de lungime 1.05L cu reazemul intermediar foarte 

apropiat  de articulaŃie şi o forŃă critică de flambaj aproximativ 2 PE , unde PE=π
2
EI/L

2 

este forŃa critică EULER; 

• Cazul α=1 corespunde barei de lungime 2L articulată la capete cu un reazeme 

intermediar la mijloc, lungimea de flambaj egală cu lungimea unui tronson şi o forŃă 
critică de flambaj egală cu  PE; 

• Cazul α=5 corespunde barei de lungime 6L articulată la capete cu un reazem 

intermediar mai apropiat de unul din capetele articulate, lungimea de flambaj egală cu 

3.7196 L şi o forŃă critică de flambaj egală cu  0.0723PE.  

 

3. FLAMBAJUL BAREI ARTICULATE LA CAPETE CU DOUĂ REAZEME 

INTERMEDIARE  

 

Se consideră o bara dreaptă de rigiditate EI formată din trei tronsoane de lungimi L1 L2, şi 

L3, cu două reazeme intermediare situate la limita celor trei tronsoane, solicitată de o  forŃă 

axială P ca în figura 5. 

 

 

 

 

 

 

Pentru coloana din figura 6, se scriu relaŃiile matriceale între forŃele nodale şi deplasări 

(11), (12) şi (20) pentru fecare din cele trei tronsoane 1-2,  2-3 şi 3-4 astfel 

• Bara 1 (tronsonul 1-2):  
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• Bara 2 (tronsonul 2-3):  
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d x( )
x
2

sin x( )⋅

sin x( ) x cos x( )⋅−
:=

cα x( )
α x⋅ sin α x⋅( )−

sin α x⋅( ) α x⋅ cos α x⋅( )⋅−
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:=
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Bara 3 (tronsonul 3-4):  
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EcuaŃia de echilibru a eforturilor încovoietoare din reazemele 2 şi 3 se scriu: 

0MM

0MM

3_32_3

2_21_2

=+

=+
          (29) 

Înlocuind expresiile momentelor M2_1, M2_2, M3_2 şi M3_3 date de relaŃiile matriceale (26), 
(27) şi (28) se obŃine sistemul omogen având ca necunoscute ϕ2 şi ϕ3: 
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Sistemul (30) admite soluŃii nebanale dacă determinatul său este nul: 
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Pentru cazul particular:  L1=L3=L,  L2=αL relaŃia (31) devine: 

0
L

cs

L

s

L

d
0

L

s

L

d

L

cs
L

cs

L

s

L

d
2

kLkL

2

kLkL

kLkLkLkL

kLkLkLkL

=







−








+⇔=

+

+

αα

αα

αα ααα

ααα

ααα

  (32) 

Pentru valorile numerice particulare: α=0.1;  α=0.2;   α=0.5; α=0.8;  α=1;  α=2; α=3; 

α=4; α=5,  se obŃin soluŃiile din tabelul 2, folosind programul MATCAD pentru reprezentarea 
funcŃiei şi calculul rădăcinilor ecuaŃiei. 
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Tabelul 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ObservaŃii: 

• Cazul α=0.1 corespunde barei de lungime 2.1 L cu cele două reazeme intermediare 

situate la mijloc foarte apropiate, lungimea de flambaj egală cu 0.7325L şi o forŃă critică 

de flambaj 1.8636 PE , unde PE=π
2
EI/L

2 
este forŃa critică EULER; 

• Cazul α=1 corespunde barei de lungime 3L articulată la capete cu cele două reazeme 

intermediare echistante, lungimea de flambaj egală cu lungimea unui tronson şi o forŃă 

critică de flambaj egală cu  PE; 

• Cazul α=5 corespunde barei de lungime 7L articulată la capete cu cele două reazeme 

intermediare mai apropiate de capetele articulate, lungimea de flambaj egală cu 2.8462 

L şi o forŃă critică de flambaj 0.1234 PE;  

 

3. CONCLUZII 

 

• Metoda matriceală propusă este o metodă exactă pentru calculul forŃelor critice de 

flambaj având la bază exprimarea unitară a relaŃiilor forŃe-cupluri în funcŃie de 

deplasările liniare şi unghiulare ale capetelor barei  

• Metoda are un grad ridicat de generalitate în ceea ce priveşte e configuraŃiile diferite de 

rezemare  a coloanelor:  

a. capetele pot fi articulate sau rigide la rotire;  

b. se poate mari numărul reazemelor (n>2) ; 

c. se poate modifica oricum distanŃa între reazemele intermediare.   

• Metoda poate fi extinsă intr-o lucrare viitoiare prin luarea în considerare şi a 

deplasărilor laterale ale reazemelor intermediare 

 

α kL Lb/L=π/kL P/PE= 

=(kL/π)
2 

Lungimea 

coloanei  

0.1 4.2887 0.7325 1.8636 2.1 L 

0.2 4.1156 0.7633 1.7162 2.1 L 

0.5 3.7008 0.8489 1.3877 2.5 L 

0.8 3.3557 0.9362 1.1109 2.8 L 

1 3.1416 1 1 3L 

2 2.2467 1.3978 0.5114 4L 

3 1.6839 1.8657 0.2873 5L 

4 1.3354 2.3525 0.1807 6L 

5 1.1038 2.8462 0.1234 7L 
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