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Rezumat. Se tratează regimul dinamic generat de instabilitatea vibraţiei unui corp încărcat 

cu o sarcină statică care se mişcă uniform pe o grindă pe fundaţie vâsco-elastică, datorată 

undelor Doppler anormale excitate în grindă. Când vibraţia devine instabilă, răspunsul sistemului 

este un ciclu limită caracterizat printr-o succesiune de şocuri produse de doi factori opusi: efectul 

undelor anormale Doppler care pompează energie forţând corpul să se desprindă de grindă şi 

sarcina statică care readuce corpul pe grindă. Această problemă este importantă pentru cazul 

trenurilor moderne care se deplasează pe o cale cu sol moale. 

Cuvinte cheie: corp mobil, grindă, instabilitate, ciclu limită, funcţii Green 

Abstract. The paper herein deals with the study of the dynamic behaviour generated by the 

instability of the vibration of a loaded mass, uniformly moving along an Euler-Bernoulli beam on 

a viscoelastic foundation, induced by the anomalous Doppler waves excited in the beam. When the 

vibration becomes unstable, the system evolution is a limit cycle characterized by a succession of 

shocks, due to the action of two opposite factors: the anomalous Doppler waves that pump energy 

at the interface between the moving mass and the beam, thus forcing the mass to take off, and the 

static load that push the mass downwards. This issue is relevant for the case of modern trains 

travelling along a track with soft soil. 

Keywords: moving mass, beam, instability, limit cycle, Green’s functions  

1. INTRODUCERE 

Când un vehicul feroviar se deplasează cu o viteză suficient de mare, este posibil ca 
reacţia undelor elastice induse în cale să determine vibraţii instabile ale vehiculului. Ca 
urmare, nivelul vibraţiilor creşte aşa încât este afectat confortul călătorilor, deteriorată 
structura căii de rulare şi există pericolul ca vehiculul să deraieze. Un astfel de fenomen 
periculos este în legătură cu posibilitatea ca trenurile de mare viteză să se deplaseze cu o 
viteză mai mare decât viteza de propagare a undelor elastice generate de acestea în cale. 
Această posibilitate este rar întâlnită, dar există două cazuri cand totuşi ea se poate produce: 
mai întâi, în cazul liniilor de cale ferată care traversează zone cu sol moale cum este turba, 
argila organică sau argila moale de origine marină [1-4], şi apoi când şinele sunt supuse la 
eforturi mari de compresiune [5, 6] datorită dilatării împiedicate.  
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În general, conceptul de stabilitate-instabilitate este legat de mişcarea perturbată în 
vecinătatea unei stări de referinţă care poate fi un punct de echilibru sau o mişcare periodică. 
Dacă răspunsul sistemului rămâne în apropierea stării de referinţă, atunci se spune că aceasta 
este stabilă, dacă nu, atunci se spune că este instabilă.  

Pentru prima oară, Denisov ş.a. [7] s-au ocupat cu cazul vibraţiei instabile generată de 
o masă mobilă de-a lungul unei grinzii Euler-Bernoulli pe suport continuu. Mai apoi Bogacz 
ş.a. [8] au studiat răspunsul instabil al unui sistem format dintr-o masă şi un arc care se mişcă 
de-a lungul unei grinzi  Timoshenko pe fundaţie elastică. Aceste lucrări au condus la ideea că 
vibraţiile transversale ale unui subsistem inerţial care se deplasează pe o strcutură elastică 
devine instabil dacă viteza sistemului este mai mare decât o valoare anume, viteza critică, însă 
nu s-a avansat nici o explicaţie a acestui fenomen.   

Primul care a explicat instabilitatea a fost Metrikine [9], care a făcut legătura dintre 
acest fenomen şi undele Doppler anormale, radiate de obiectul mobil când viteza depăşeşte 
cea mai mică viteză de fază a undelor radiate [10]. 

Problema răspunsului instabil al unui sub-sistem mobil pe o structură elastică a fost 
studiat în mai multe lucrări [4, 6, 11-14] pentru diferite feluri de subsisteme mobile şi 
structuri elastice folosite pentru a modela sistemul tehnic vehicul-calea de rulare. Toate aceste 
studii se ocupă cu calculul vitezei critice când vibraţia vehiculului devine instabilă. 
Principalul scop este de a găsi regiunile de instabilitate în spaţiul parametrilor sistemului 
considerat. 

În cele ce urmează, atenţia este centrată pe efectul dinamic dintre o masă şi o grindă 
Euler-Bernoulli pe fundaţie vâscoelastică datorat vibraţiei instabile cu scopul de a răspunde la 
întrebarea, ,,Ce se intâmplă când mişcarea devine instabilă?”. Sistemul mecanic studiat poate 
fi considerat ca unul dintre cele mai simple care este potrivit să descrie interacţiunea dintre 
roată şi cale. Din acest motiv, este simulat efectul forţei statice precum şi neliniaritatea 
contactului roată-şină conform cu teoria lui Hertz. În aceste circumstanţe, răspunsul la 
întrebarea de mai sus prezintă interes practic pentru că având cunoştinţe efective asupra 
răspunsului unui vehicul instabil, există posibilitatea de a evalua riscul potential şi de a alege 
cele mai bune soluţii tehnice pentru a evita acest risc. Această problemă nu a mai fost studiată 
în trecut. 

Mai întâi, este important de a găsi viteza critică a sistemului, adică limita dintre 
vibraţia stabilă şi cea instabilă. Pentru aceasta, ecuaţiile de mişcare sunt rescrise într-o 
aproximare liniară, considerând că are loc contactul permanent dintre masa mobilă şi grindă şi 
apoi, aplicând transformarea Laplace şi utilizănd metoda funcţiei Green, este obţinută ecuaţia 
caracteristică. Această tehnică de a obţine ecuaţia caracteristică este diferită de calea clasică 
descrisă mai sus şi nu presupune aplicarea transformării Fourier (directă şi inversă). Apoi, 
viteza critică este calculată cu metoda descompunerii D. Când mişcare roţii devine instabilă, 
roata pierde contactul cu şina, însă forţa statică o împinge în jos iar contactul cu şina este 
restabilit. Astfel, vibraţia roată-şină are un ciclu limită. Pentru a simula aceste efecte, ecuaţiile 
neliniare de mişcare sunt integrate prin aplicarea metodei funcţiei Green [16, 17]. Această 
metodă are mai multe avantaje pentru că ea permite simularea propagării atât a undelor 
Doppler normale cât şi anormale. De asemenea, permite simularea neliniarităţii contactului 
roată-şină. Simularea numerică cu această metodă are ca scop să se verifice acurateţea în 
estimarea vitezei critice obţinută prin metoda descompunerii D aplicată ecuaţiei caracteristice. 
În al doilea rând, este analizat regimul dinamic în domeniul vitezelor supercritice şi este 
reliefată influenţa vitezei şi a contactului hertzian neliniar. 
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2. MODELUL MECANIC  

Se consideră cazul unei mase M care se mişcă uniform cu viteza V de-a lungul unei 
structuri elastice unidimensională de lungime infinită, reprezentată de o grindă Euler-
Bernoulli pe fundaţie vâscoelastică (v. figura 1). 

 

 
 

Fig. 1. 
 
Grinda ia în considerare rigiditatea de încovoiere a şinei şi masa căii incluzând masa 

şinei, a traverselor (numai jumătate) şi jumătate din cea a balastului, în timp ce fundaţia 
vâscoelastică reprezintă elasticitatea terasamentului. Masa mobilă modelează roata şi conform 
teoriei neliniare a lui Hertz se introduce elasticitatea contactului. De asemenea, este simulată 
sarcina statică şi posibilitatea de desprindere a roţii de şină. 

Ecuaţiile de mişcare pot fi scrise sub forma 
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unde Dx,t este operatorul diferenţial al grinzii Euler-Bernoulli pe fundaţie vâscoelastică 
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iar z(t) este deplasarea verticală a masei, w(x,t) este deplasare grinzii, x este coordonata de-a 
lungul grinzii, t - timpul, m şi EI sunt masa pe unitatea de lungime şi rigiditatea la încovoiere 
a grinzii, c şi k sunt vâscoelasticitatea şi rigiditatea pe unitatea de lungime a fundaţiei, Q(t) şi 
Q0 sunt forţa de contact şi sarcina statică, CH reprezintă constanta lui Hertz şi în fine, δ(.) şi 
H(.) sunt funcţia impuls a lui Dirac şi funcţia treaptă unitară a lui Heaviside.  

Condiţiile la limită sunt 
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Dacă se consideră 

Vtxx −=1  .                                                       (6) 

 
După câteva calcule, se obţine din ecuaţiile (2) şi (3) 
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unde operatorul diferenţial se obţine din ecuaţia (4) prin înlocuirea operatorilor de derivare 
după cum urmează 
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De asemenea, condiţiile la limită (5) devin 
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Trebuie subliniat faptul că sistemul are două surse de neliniaritate, una vine de la 

contactul hertzian iar cealaltă se produce când masa se desprinde de grindă iar forţa de contact 
ajunge la zero. 

 

3. Problema stabilităţii 

Pentru a studia stabilitatea sistemului, ecuaţiile de mişcare trebuie sa fie reduse la o 
aproximare liniară [18]. Se presupune deci că masa şi grinda sunt în contact permanent şi în 
plus caracteristica contactului este liniară. Deplasările sistemului au două componente, prima 
componentă carcaterizează mişcarea permanentă şi este dată de sarcina statică, iar a doua 
componentă este componenta dinamică care reprezintă perturbaţia în raport cu mişcarea 
permanentă.  

Extrăgând componentele mişcării permanente, ecuaţiile de mişcare (1, 7-8) se vor 
reformula după cum urmează 
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unde ∆z(t) şi ∆w(x1, t) sunt perturbaţiile sistemului în jurul stării corespunzătoare mişcării 

permanente, 3 2
H0H )2/3( CQk ⋅=  este rigiditatea contactului hertzian iar ∆Q = Q(t)-Q0. 

Condiţiile la limită (10) devin 
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Pentru a obţine ecuaţia caracteristică a vibraţiei masei mobile, se aplică transformarea 

Laplace în raport cu timpul t 
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unde s reprezintă argumentul complex al transformării Laplace şi i2 = -1.  

Mai departe, se obţin următoarele ecuaţii 
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unde sxD ,1

 se obţine din operatorul sxD ,1
  prin aplicarea tranformării Laplace.  

Implicit, condiţiile iniţiale pot fi considerate nule pentru că ele nu au nici o influenţă 
asupra problemei stabilităţii.  În acest moment, metodele cunoscute [4, 6, 11-14, 19] 
recomandă aplicarea tranformării în raport cu x1. În loc de aceasta, preferăm să dăm soluţia în 
termeni dependenţi de funcţia Green a operatorului diferenţial sxD ,1
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unde G(x1,ξ,s) simbolizează funcţia Green. 

Luând x1 = 0, ecuaţia (16) devine 
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În general, 0),0(~ ≠∆ sw , şi de aceea este obligatoriu să avem 

 



Traian Mazilu, Cristina Tudorache  

 114

0)(eqv
2 =+ skMs ...                                                (18) 

unde 

HH

H
eqv /1),0,0(

1

1),0,0(
)(

ksGsGk

k
sk

+
=

+
= ...                            (19) 

 
Dacă se ia s = iΩ, atunci G(0, 0, iΩ) reprezintă receptanţa structurii  în dreptul 

punctului mobil. Pentru a găsi, keqv(s), şi în cele din urmă pentru a rezolva ecuaţia 
caractersitică, este necesar să se cunoască funcţia Green a operatorului ecuaţiei (15).  

Funcţia Green a operatorului sxD ,1
 are formele 
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Mai departe, a treia derivată a funcţiei Green are o discontinuitate în x1 = ξ  
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Toate aceste condiții conduc la următoarea ecuaţie matriceală 
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unde Xi = Ai(ξ)exp( λiξ) pentru i = 1 ÷ p şi  Xi = -Ai(ξ)exp(λiξ) pentru i = p + 1 ÷ 4.  

Matricea din ecuaţia (22) are determinantul Vandermonde şi de fapt, toţi determinanţii 
sunt determinaţi astfel încât ecuaţia (22) are următoarele soluţii 
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În fine, se obţine funcţia Green a operatorului sxD ,1
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Se poate concluziona că funcţia Green este dependentă de viteză şi de aceea, 

rigiditatea echivalentă împreună cu soluţiile ecuaţiei caracteristice sunt de asemenea 
dependente de viteză.  

Revenind la ecuaţia caracteristică (18), din punct de vedere matematic, sistemul pierde 
stabilitatea când cel puţin o rădăcină a ecuaţiei caracteristice îşi schimbă semnul părţii reale 
de la minus la plus. Se aplică în mod obişnuit metoda descompunerii D [15] iar ecuaţia (18) 
poate fi reformulată astfel 
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Detaliile privind modul în care metoda trebuie aplicată se vor prezenta mai târziu. În 

finalul acestei secţiuni, trebuie arătat faptul că metoda descompuneii D a fost aplicată în 
probleme de instabilitate ce se pot găsi în următoarele referinţele [4, 6, 7, 9, 11-14].  

4. SOLUŢIA ECUAŢIILOR DE MIŞCARE 

În această secţiune se va prezenta soluţia ecuaţiilor de mişcare care descriu vibraţia 
masei mobile pe structură, soluţie care se obţine printr-o procedură numerică pas cu pas cu 
ajutorul metodei funcţiilor Green.  

În baza teoremei de convoluţie aplicată ecuaţiei (7), se poate găsi pentru deplasarea 
grinzii relaţia 
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unde g(x1, ξ, t- τ) este funcţia Green a grinzii în domeniul timp exprimată în sistemul de 
referinţă mobil. 

Pentru a rezolva ecuaţia (3) a contactului dintre masa mobilă şi structură, este nevoie 
de deplasarea grinzii în dreptul punctului mobil de contact 
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unde funcţia g(0, 0, t−τ) este calculată prin aplicarea transformării inverse Fourier    
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Funcţia Green pentru domeniul timp poate fi calculată printr-o metodă numerică 

descrisă de Krylov şi Skoblya [20]. De exemplu, ţinând seama de caracterul cauzal al 
modelului structurii elastice, integrala din ecuaţia (28) care dă funcţia Green în domeniul timp 
a deplasării verticale a grinzii poate fi calculată după cum urmează 
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în care Pα(ω) este polinomul de interpolare a părţii reale a funcţiei α, ω0, ω1,…,ωi,… cu ω0  = 
0, este o partiţie a frecvenţei unghiulare, iar t-τ este înlocuit cu t pentru simplificarea scrierii. 
Integrala de sub sumă se rezolvă utilizând metoda integrării prin părţi. În mod evident, se 
calculează o sumă trunchiată din motive practice.  

Trebuie notat faptul că structura alcătuită din grinda pe fundaţie vâscoelastică este 
amortizată şi, ca urmare, răspunsul la un impuls se stinge după o anumită perioadă de timp T 
numită perioada răspunsului tranzitoriu. În aceste condiţii, deplasarea grinzii poate fi 
aproximată prin  
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Introducând ecuaţiile (25) şi (27) sau (30) în ecuaţia contactului (3), se obţine ecuaţia 

de mai jos cu precizarea că aceasta este valabilă atât timp cât masa și grinda sunt în contact  
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în care se ia ts = 0 pentru t < T şi ts = t - T pentru t > T. 

Considerând o partiţie de timp – t0, t1, …, tn (cu  t0 = 0, tn = t şi ∆t = ti - ti-1 unde i = 1 ÷ 
n), ecuaţia de mai sus poate fi refomulată astfel 
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unde ni = 1 pentru tn > T şi ni = n − T/∆t + 1 în rest. 
Presupunând că ambele funcţii Green şi forţa de contact au o variaţie liniară în timpul 

intervalului de integrare [ti-1, ti], şi rezolvând integralele precedente, ecuaţia contactului 
devine  
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cu precizarea că hi = h(tn - ti), gi = g(0, 0, tn - ti) şi  Qi = Q(ti). Se obţine forţa de contact prin 
rezolvarea numerică pe o cale iterativă a ecuaţiei (39) şi apoi se calculează deplasarea grinzii 
şi cea a roţii. 

5. APLICAŢIE NUMERICĂ 

În cele ce urmează se efectuează o analiză numerică a vibraţiei instabile a unei mase 
mobile pe o structură elastică utilizând modelul şi metodele prezentate în secţiunile anterioare. 
Parametrii fizici luaţi în calcul sunt prezentaţi în Tabelul 1. Constanta lui Hertz corespunde 
curburilor şinei UIC 60 şi roţii cu diametrul de 1 m cu profil conic.  

Tablelul 1 

Parametrii fizici considerați 

Masa pe unitatea de lungime a grinzii 
Rigiditatea la încovoiere 
Rigiditatea pe unitatea de lungime a fundației 
Amortizarea vâscoasă pe unitatea de lungime  a fundației 
Masa obiectului în mișcare (roată) 
Sarcina statică 
Constanta lui Hertz 
Rigiditatea contactului 

m = 3800 kg/m 
EI = 6.42 MNm2 

k = 7 MN/m2 

c = 65.24 kNs/m2 

M = 1272 kg 
Q0 = 80 kN 
CH = 96.38GN/m3/2 

KH= 1.359 GN/m 

 
Parametrii grinzii au fost calculaţi pe baza rezultatelor obţinute din măsurători făcute 

pe o cale construită pe un sol moale. În acest caz, lăsarea şinei sub sarcina statică atinge 
aproximativ 5 mm aşa cum au arătat Madshus şi Kaynia [2]. Viteza minimă de fază a undelor 
este cuprinsă între 150 şi 235 km/h [1, 2]. În cazul nostru, rigiditatea fundaţiei corespunde 
unei lăsări a şinei de 4.13 mm sub o sarcină statică de 80 kN. Apoi, plecând de la ecuaţia 
vitezei minime de fază, Vph = (4kEI/m2)1/4, se obţine masa pe unitatea de lungime a grinzii.  

Mai întâi, pentru a arăta proprietăţile structurii elastice, se calculează receptanţa grinzii 
în punctul mobil respectiv viteza critică utilizând ecuaţia caracteristică şi metoda   
descompunerii D. 
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5.1. RECEPTANŢA GRINZII 

Se utilizează receptanţa pentru că analiza în timp este bazată pe funcţia Green care se 
obţine din aceasta. Se pot stabili anumite corelaţii între partea reală şi cea imaginară a 
receptanţei pe de o parte şi regimul dinamic al grinzii, pe de alta.  

Figura 2 arată partea reală şi cea imagniară a receptanţei în punctul de mişcare ca 
funcţii de frecvenţă.  

S-a ales domeniul de frecvenţă între 0 şi 60 Hz iar viteza între 0 şi 250 m/s. La viteză 
mică, partea reală a receptanţei este pozitivă pentru frecvenţe joase şi schimbă semnul când 
frecvenţa este mai înaltă. Dacă viteza creşte, domeniul de frecvenţă în care partea reală este 
pozitivă devine din ce în ce mai larg, şi în cele din urmă ajunge să ocupe întregul domeniu 
luat în calcul. Partea imaginară a receptanţei este negativă pentru toate vitezele mai mici de 64 
m/s. Peste această valoare, apare un domeniu de frecvenţă în care partea imaginară a 
recepatnţei este pozitivă iar limitele acestui domeniu se extind pe măsură ce viteza creşte. 
Trebuie să fie menţionat faptul că viteza minimă de fază a undelor de încovoiere este de 60 
m/s pentru grinda pe suport fără amortizare. 

Se poate observa că schimbarea de semn a părţii imagniare a receptanţei este rezultatul 
undelor Doppler anormal radiate de grindă, la viteze mai mari de Vph (care este 64 m/s în loc 
de 60 m/s datorită amortizării fundaţiei). 

 

 
 

Fig. 2. 
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În consecinţă, grinda prezintă aşa-numita vâscozitate negativă în punctul mobil ceea ce 
înseamnă că este îndeplinită condiţia necesară apariţiei instabilităţii unui mobil care s-ar 
deplasa pe grindă.  

Coroborând aspectele ridicate de partea reală şi cea imaginară ale receptanţei la viteze 
înalte, rezultă că în punctul mobil grinda se comportă ca un element elasto-vâscos a cărui 
vâscozitate este  dependentă de frecvenţă şi poate lua valori negative într-un anumit domeniu 
de frecvenţă. 

Figura 3 prezintă modulul receptanţei grinzii în punctul  mobil. Rezonanţa grinzii sub 
o sarcină staţionară (V = 0) are loc la 8.7 Hz, dar frecvenţa de rezonanţă descreşte continuu pe 
măsură ce viteza creşte de la 50 m/s. La această viteză, rezonanţa grinzii dispare şi mai apare 
doar după ce viteza forţei de excitaţie depăşeşte 60 m/s.  

 

 
 

Fig. 3. 
 

Mai departe, frecvenţa de rezonanţă a grinzii creşte o dată cu viteza. Pe de altă parte, 
se poate vedea că vârful de rezonanţă are tendinţa de a descreşte.  

5.2. VITEZA CRITICĂ 

Viteza critică corespunde limitei dintre stabilitatea şi instabilitatea vibraţiei 
masei mobile pe grinda rezemată elastic; pentru a stabili această limită, ecuaţia caracteristică 
trebuie rezolvată folosind metoda descompunerii D.  

Figura 4 arată două curbe ale descompunerii D corespunzătoare contactului elastic şi 
respectiv contactului rigid dintre masa mobilă şi grindă. Partea umbrită a liniilor este legată de 
partea dreaptă a axei imaginare a planului complex (s).  

Când linia este traversată în direcţia părţii umbrite, trebuie adăugată o rădăcină cu 
partea reală pozitivă. Pe de altă parte, se observă că linia intersectează axa reală a planului 
complex ( M ) de două ori în punctul corespunzător masei M = 1272 kg.  



Traian Mazilu, Cristina Tudorache  

 120

Numărul rădăcinilor ,,instabile” se stabileşte plecând de la observaţia că punctul (0, 0) 
al planului aparţine zonei stabile, ceea ce implică că nu avem masă mobilă, iar apoi se aplică 
regula mai sus enunţată. 

Au fost efectuate mai multe simulări numerice pentru diferite viteze V pentru a stabili 
precis punctul de intersecţie corespunzător masei M considerată în aplicaţii şi s-au obţinut 
vitezele de 220 şi 220,5 m/s. Frecvenţele la limita de stabilitate sunt 47,87 şi respectiv 52,09 
Hz.  

Se trage concluzia că în cazul contactului elastic viteza critică şi frecvenţa sunt mai 
mici prin comparaţie cu situaţia în care contactul este rigid. 

 
 
 

 
 

 
 

Fig. 4. 
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5.3. ANALIZA ÎN DOMENIUL TIMP 

Obiectivul principal este de a analiza efectul dinamic cauzat de pierderea stabilităţii 
când viteza depăşeşte viteza critică.  

Pentru a atinge aceast obiectiv, se aplică metoda funcţiei Green care permite analiza în 
timp a mişcării masei. Intervalul de frecvenţă ales se întinde de la 0 la 2 kHz iar pasul de 
integrare a fost stabilit la 0,2 Hz. Pasul de timp pentru integrarea ecuaţiilor de mişcare este de 
1/30 ms. Calculul s-a efectuat luând în considerare un regim tranzitoriu de 1 s.  

Figura 5 arată funcţia Green pentru analiza în timp în punctul mobil la viteza de 220 
m/s. Întregul răspuns pare să se atenueaze după o lege exponenţială şi este dominat de 
frecvenţa corespunzătoare valorii de vârf a receptanţei la această viteză.  

 

 
 

Fig. 5. 
 

Valoare maximă a răspunsului în timp este de cca. 0,375  µm/(Ns) dar după o secundă 
amplitudinea scade la mai puţin de 1/5150 din valoarea eficace calculată pentru această 
perioadă. 

Figura 6 prezintă forţa de contact dintre masa mobilă şi grindă la trei viteze şi anume: 
219,5,  220 şi 220,5 m/s, cu scopul de a puncta tranziţia de la regimul stabil la cel instabil.  

Se reaminteşte că s-au considerat condiţiile iniţiale corespunzătoare contactului 
geometric dintre masă şi grindă: cele două corpuri nu sunt deformate iar forţa de contact este 
nulă. Ca urmare, sistemul are energie potenţială care excită vibraţia transversală când începe 
mişcarea masei.  

Se poate observa cu uşurinţă că răspunsul este atenuat la viteza de 219,5 m/s, în timp 
ce vibrograma de la 220,5 m/s indică o creştere a vibraţiei.  
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În fine, la 220 m/s, amplitudinea forţei de contact este practic constantă, ceea ce arată 
că aceasta este viteza critică şi în mod evident acest rezultat este în concordanţă  cu cel obţinut 
prin analiza rădăcinilor ecuaţiei caracteristice cu ajutorul metodei descompunerii D.  

Figura 7 prezintă răspunsul masei şi al grinzii în punctul mobil de contact la viteza 
critică. Amplitudinea vibraţiei nu se modifică şi acest aspect confirmă din nou valoarea 
vitezei critice. Practic, vibraţia este armonică şi frecvenţa ei corespunde valorii deja calculate.  

Deplasarea masei este mai mare decât cea a grinzii în punctul mobil de contact din 
cauza elasticităţii contactului. 

 

 
 

Fig. 6. 
 

 
 

Fig. 7. 
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Când mişcarea masei de-a lungul grinzii devine instabilă, regimul dinamic se modifică 

în mod radical aşa cum se poate vedea în figura 8. Aici, deplasarea masei şi a grinzii în 
punctul de contact, precum şi forţa de contact sunt prezentate pentru viteza de 250 m/s.  

Răspunsul sistemului are două părţi distincte: regimul tranzitoriu şi regimul 
permanent. Regimul tranzitoriu poate fi împărţit în două secvenţe. În timpul primei secvenţe, 
masa este în contact permanent cu grinda însă amplitudinea creşte continuu.  

 

 
 

Fig. 8. 
 

Frecvenţa vibraţiei este în jur de 62,6 Hz. În cele din urmă, se pierde contactul şi 
începe cea de a doua parte a regimului tranzitoriu. De această dată, regimul dinamic este 
caracterizat de o creştere exponenţială a amplitudinii şi sunt înregistrate cele mai mari valori. 
În final mişcarea se stabilizează la o amplitudine mai mică şi devine periodică – regim 
permanent. Răspunsul în timp poate fi vazut în detaliu în figura 9. 

Figura 10 prezintă forţa de contact pentru trei valori supracritice ale vitezei, respectiv 
223, 226 și 229 m/s, pentru a scoate în relief influenţa vitezei. Aceste valori nu sunt aşa de 
depărtate de viteza critică ca cea de la simularea precedentă. După cum se poate vedea, o 
schimbare mică a vitezei conduce la schimbări importante ale regimului dinamic.  

Regimul tranzitoriu devine mai scurt când viteza creşte. De asemenea, amplitudinea 
regimului permanent este modulată spre deosebire de cazul vitezei mari supracritice. Mărimea 
forţei de contact scade o dată cu creşterea vitezei.  
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Fig. 9. 
 

 
Fig. 10. 
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Pentru a înţelege acest ultim  neaşteptat aspect trebuie să se menţioneze că frecvenţa 
regimului permanent creşte continuu odată cu viteza, pentru că grinda devine mai rigidă în 
punctul mobil; din această cauză, perioada mişcării devine mai mică când masa se desprinde 
de grindă. Masa atinge o înălţime mai mică şi în consecinţă, forţa de impact dintre masă şi 
grindă descreşte.  

Cauza vibraţiei modulate care caracterizează regimul permanent la viteze supracritice 
mici este contactul neliniar hertzian. Pentru a dovedi acest lucru, se poate observa figura 11, 
în care este prezentată forţa de contact pentru aceleaşi viteze, dar luând în calcul ipoteza 
contactului liniar.  

Rigiditatea contactului a fost calculată astfel încât caracteristica să conţină punctul de 

deformare  δ0 dată de sarcina statică Q0 , adică. 3 2
H000H / CQQk == δ . Se pot face trei 

observaţii.  
Mai întâi, regimul tranzitoriu este mai scurt în cazul contactului liniar pentru că 

sistemul are o viteză critică mai mică datorită contactului care este mai elastic. În al doilea 
rând, forţa de contact este mai mică în timpul regimului permanent.  

Această diferenţă ar putea fi explicată de faptul că contactul neliniar hertzian are o 
caracteristică rigidă. În fine, în al treilea rând, aşa cum s-a anticipat, regimul permanent nu are 
aspectul unei vibraţii modulate. 
 

 
Fig. 11. 
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6. CONCLUZII 

În acestă lucrare s-a folosit modelul simplu al unei mase mobile pe o grindă rezemată 
pe o fundaţie elastică pentru a pune în evidenţă principalele caracteristici ale regimului 
dinamic generat de pierderea stabilităţii datorită undelor Doppler anormale excitate în grindă. 
Acesată problemă este nouă în domeniul studiilor  ,,forţei mobile” şi ea ar putea fi interesantă 
pentru toate cazurile în care viteza trenurilor moderne depăşeşte viteza de fază a undelor 
elastice pe care acestea le induc în structura căii. Pentru aceasta, modelul format din masa 
mobilă şi grindă ia în considerare caracteristica hertziană de contact precum şi posibilitatea 
pierderii contactului.  

Soluţia numerică a ecuaţiilor neliare este obţinută prin aplicarea metodei funcţiilor 
Green. Problema instabilităţii vibraţiei unei mase mobile a fost rezolvată plecând de la ecuaţia 
caracteristică asociată aproximării liniare a ecuaţiilor de mişcare şi prin aplicarea metodei 
descompunerii D. Ecuaţia caracteristică este obţinută prin (i) utilizarea transformării Laplace 
şi (ii) prin aplicarea metodei funcţiei Green pentru a rezolva ecuaţia transformată. În acest fel, 
a fost obţinută o anumită valoare a vitezei critice care a devenit valoare de referinţă pentru 
rezultatele integrării numerice. 

Simularea numerică a arătat că vibraţia masei este periodică când aceasta se mişcă la 
viteza critică determinată anterior prin metoda descompunerii D. Dacă viteza masei este puţin 
diferită de cea critică, atunci fie vibraţia este atenuată, fie amplificată după cum viteza este 
mai mică ori mai mare decât cea critică. Se confirmă cu exactitate rezultatele obţinute prin 
integrarea numerică a ecuaţiilor neliniare de mişcare. Când masa se mişcă la o viteză 
spracritică şi vibraţia ei devine instabilă, răspunsul în timp ia forma unui ciclu limită datorat 
acţiunii a doi factori opuşi: undele Doppler anormale, care pompează energie la interfaţa 
dintre masa mobilă şi grindă, forţând în acest fel ca masa să se desprindă de grindă, şi sarcina 
statică care împinge masa în jos. În acest fel, ciclul limită este caracterizat de o succesiune de 
şocuri între masă şi grindă. Frecvenţa acestor şocuri creşte la viteze mai mari şi, în consecinţă, 
mărimea forţei de impact descreşte. Ciclul limită este precedat de un regim tranzitoriu a cărui 
frecvenţă este mai mare şi forţa de impact atinge valoarea sa maximă. Se poate trage 
concluzia că regimul cel mai periculos este atunci când viteza masei este egală cu viteza 
critică.  

Domeniul vitezelor supracritice poate fi împărţit în două zone: zona vitezelor 
supracritice joase când ciclul limită este modulat de influenţa caracteristicii hertziene a 
contactului neliniar şi zona vitezelor supracritice înalte când această influenţă nu mai este 
sesizabilă. Când contactul dintre masă şi grindă este modelat printr-un arc liniar, ciclul limită 
este periodic la toate vitezele supracritice. Pentru a obţine o estimare corectă a forţei de 
impact, este necesar să fie luată în calcul influenţa contactului hertzian neliniar. După cum s-a 
menţionat mai înainte, modelul masei mobile de-a lungul unei grinzi pe fundaţie 
vâscoeleastică reprezintă unul dintre cele mai simple modele folosite pentru interacţiunea 
dintre un vehicul feroviar şi calea de rulare. De aceea, rezultatele din acest articol sunt numai 
calitative. Scopul este de a da o imagine intuitivă şi ușor de înţeles a regimului de instabilitate.  

Concluzii calitative pot fi adaptate de la modele care iau în considerare gradele de 
libertate ale vehiculului, incluzând efectul boghiului, şi pe de altă parte, influenţa undelor de 
suprafaţă Rayleigh excitate de vehicul în subsolul căii. [24 - 25].   
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