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Rezumat. In lucrare se prezinti suportul teoretic al metodei de control al vibratiilor aplicabili
la structuri elastice cu parametrii distribuifi, cu referire directa la bara elastica incastrata la
un capat, supusa vibratiilor longitudinale.

Cuvinte cheie: vibratii mecanice, controlul vibratiilor, control activ, parametrii distribuiti,
amortizarea vibratiilor

Abstract. The paper presents the theoretical support of vibration control method applicable to
elastic structures with distributed parameters, with direct reference to embedded elastic bar at
one end, subjected to longitudinal vibrations..
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1. INTRODUCERE

Prin acest concept se considera ca sistemului i se trasferd energie suplimentara datorita
unor forte suplimentare, de control, care actioneaza asupra acestuia. Comparidnd aceasta
metodd cu cea a absorbitorului pasiv de vibratie, se observa ca un sistem activ de control
poate elimina in totalitate vibratia structurii in anumite regiuni ale sale.

Utilizand absorbitori pasivi, vibratiile se pot reduce dar nu se pot elimina complet. Mai
mult, in cazul absorbitorilor pasivi, acestia pot intra in vibratie deoarece energia vibratorie
este transmisa de la sistemul principal la absorbitori.
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2. PREZENTAREA METODEI

In figura 1 este prezentatd bara incastrata la un capit si libera la celilalt, asupra cireia
se aplica o forta sinusoidala F(t) = F, sinw t.

u(t
. ®,

F(t) = Fysin wt

A
\ 4

A

A4

Fig. 1

Pe desen s-au facut urmatoarele notatii:

- | este lungimea barei;

-p -1 (0 <p < 1) este distanta de la punctul de aplicare al fortei pana la incastrare;
- x este coordonata in lungul axei barei;

- u(t) este deplasarea instantanee a vibratiei longitudinale;

- F(t) — forta excitatoare;

- Fy — amplitudinea fortei excitatoare;

- w - pulsatia fortei excitatoare;

- t - timpul.

Ecuatiile undei sunt:

10%u;,  0%u,
c? 62t2 B agcz ’
1 0°u, 0J4u,
10w, o l<x<l @)
) c? 0t? d0x? pt=x

In ecuatiile (1) si (2) ¢ reprezinta viteza de propagare a undei in bara si este data de
relatia: ¢ = E/p, in care E este modulul de elasticitate al lui Young, iar p este densitatea
materialului.

Solutiile ecuatiilor diferentiale (1) si (2) sunt de forma [2], [3]:

0<x<pl ey

WX WX
u(x,t) = (611 sinT + C;, cos T) sin wt; 3)

WX WX
u,(x,t) = (621 sinT + C,, cos T) sin wt, )

64



Controlul vibratiilor structurilor elastice, simple, In bucla deschisa

unde Cy4, Cy3, C51, C5, sunt constante de integrare care se determind din conditiile pe contur si
de continuitate.
Conditiile pe contur sunt:

1%@{N§o=& (5)
u,(x, t B
AE ox e, =0, (6)

unde A este aria sectiunii transversale a barei.
Conditia (5) arata ca deplasarea sectiunii transversale a barei in capatul din stinga
trebuie sa fie zero, in timp ce conditia (6) impune ca forta in capatul liber sa fie zero.
Conditiile de continuitate sunt:

uy (x,t) |x=pl = uy(x, t) |x=pl (7
ou,(x,t ouq,(x,t
ap 22> 0p ) + Fysinwt = 0 8)
0x  lx=pi 0x r=pl

Conditiile (5), (6), (7) si (8) sunt echivalente cu urmatorul sistem liniar de ecuatii
(Ci2 = 0):

0 cosa —sina 1[Cq4 8 ©)
[ sinpa  —sinpa —cos pa] [C21] = Fc
—cospa cospa —sinpallC,, _Ab(;
W
unde a este un parametru dat de relatia:
wl
a=—.
c

Rezolvand sistemul de ecuatii liniare (9), pentru C;4, C5; si C5, determinati si Tnlocuiti
in ecuatiile (3) si (4) se obtin:

_ _ o X Y < (10)
u,(x,t) = RFycos(1 —p)a - smaT - sin wt; 0< T <p;
x x
uz(x,t)=RFOSinpa-cos(l—T)a-sinwt; pSTS 1, (11)
unde s-a notat:
¢ (12)

T AE cosa’

Din expresia lui R se constatd cd atunci cand: a = (% + n) n (pt.n=0,1,2-) cosa
devine egal cu zero si amplitudinile vibratiilor se apropie de infinit. Aceste valori ale lui «
corespund pulsatiilor proprii ale barei.

Daca alte doua forte F;(t) = F;, sin wt si F,(t) = F,( sin wt sunt aplicate barei (Fig.
2) sistemul fiind liniar, se poate aplica principiul suprapunerii de efecte, vibratiile rezultate se
pot exprima prin relatia:
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u(x,t) = U(x) sinwt (13)
x | ulet)
F(t) Fyi() Fy(t)
/ ———————— O 0. i —————— -
P!
- P, L >
P a-l
. bl .
pz -1
dl l >
Fig. 2

unde:

X
U(x) = R(Fycos(1 —p)a + Fyocos(1 —py)a + Fygcos(1 — p,)a) sin T,
x (14)
0< T <p
Ux)=R {FO sin pa

X X
- COS (1 - T) a + [Fio cos(1 — p;) a + Fygcos(1 — p,)a] sin 0(7}, (15)

X

p= 1 =D

X X

Ux)=R [(F0 sinpa + F,;( sinp; a) cos (1 - —) a + Fyo cos(1 — py)a sin a—],

p1 = 7 =P

X
U(x) = R(Fysinpa + F; sinp,a + F,, sinp,a) cos (1 - —) a,
x l (17)
p2<7=<1

7S
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3. FORMULAREA PROBLEMEI DE CONTROL AL VIBRATIILOR

Ne propunem sad determindm amplitudinile fortelor de control Fq(t) si F5(t) precum
si pozitia lor indicata de p4 si pa, astfel incat, pe un anumit interval cuprins intre al si bl,
valoarea amplitudinii vibratiilor sa fie minima (Fig. 2).

Functia obiectiv poate fi scrisa sub forma:

bl (18)
J(F10,F20,P1,P2) :f U% (x)dx

al
Conform relatiilor (14+17) amplitudinea vibratiei U(x) este o functie armonica care ia

valori pozitive si negative de aceea se va folosi U? in definirea criteriului de performant J.
Prin urmare, energia sistemului in acest interval, este minimizata.
Dupa un calcul laborios se obtine, pentru J, forma [1], [3]:

] = lRZ(alFio + azFloFZO + agF%O + a4F10 + a5F20 + a(,), (19)
unde:
1 1 . .
a =5 [b —a+ ﬁ(smz(l —a)a—-sin2(1 - b)a)] sin? p,a, (20)
_ . 1 .
a, = [(b —a)sina + ﬁ(cos(l —2a)a —cos(1 — Zb)a)] sinp; a @1
-cos(1 —py)a,
_ 1 1 . 2
az =5 [b —a+ 2a (sin2aa — sin Zba)] cos“(1—-py)a 22)
1 . . .
a, = [b —a+ e (sin2(1 — a)a — sin2(1 — b)a)] Fysinpa - sinp;a (23)
_ . 1 .
as = [(b —a)sina + ﬁ(cos(l —2a)a — cos(1 — 2b)a)] Fysinpa (24)
ccos(1—-py)a
1 1 . . 2
ag =5 [b —a+ o (sin2(1 — a)a — sin(1 — b)a)] F§sin? pa. (25)

In expresia lui J, termenul LR? este o constanta si ca urmare acest termen nu se ia in
consideratie in procesul de optimizare.
In procesul de optimizare trebuiesc luate Tn consideratie si urmatoarele restrictii:

P=p1=a
b<p,<l (26)
Fi < Fy, Fy < FS.

In relatiile (26) Ff, si Fy reprezintd limita inferioara si superioard a amplitudinii
fortelor de control.
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4. CONCLUZII

Metoda prezentatd se poate aplica la sisteme elastice cu parametrii distribuifi. Din
punct de vedere practic determinarea functiei obiectiv poate deveni complicatd pentru
structuri mai complexe. Mai mult, problema de optimizare trebuie rezolvatd pentru fiecare
pozitie a fortei excitatoare. In sisteme perturbatiile pot fi aplicate oriunde si in mod aleatoriu.
In astfel de situatii vibratia care apare, este in mod obisnuit controlatd, prin fortele date de
generatorul de forte comandat de reactia de feedback.
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