UN MODEL BIOMECANIC CU DOUA GRADE DE LIBERTATE
AL UNUIA DIN MEMBRELE INFERIOARE
ALE ORGANISMULUI UMAN

A BIOMECANICAL MODEL WITH TWO GRADES OF FREEDOM
FOR ONE OF THE LOWER MEMBERS OF THE HUMAN BODY
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Rezumat: In acest articol este prezentat un model cu doud grade de libertate al
membrului inferior uman pentru care se determina ecuatia diferentiald de miscare folosind
ecuatiile lui Lagrange de speta a II-a.
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Abstract: This article presents a two-degree model of human lower limb for which
the differential motion equation is determined using the Lagrange equations of the second
case.
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1. INTRODUCERE

Fortele care actioneazd asupra organismului nostru si miscarile pe care le efectudm n
mod obisnuit n viata de zi cu zi, la locul de munca sau in activitatile sportive fac dificila
modelarea corpului uman. Mecanica analiticd reprezintd un suport nepretuit in rezolvarea
acestei probleme. Desigur, tehnologia informatica si programele dedicate simularilor usureaza
cercetarile atdt In domeniul modelarii biomecanice a organismului uman, cat si in ceea ce
priveste interpretarea rezultatelor.

2. MODELAREA BIOMECANICA A MEMBRULUI INFERIOR

Pornind de la studiul mobilitatii articulare a membrelor inferioare si superioare
prezentat in [2], am extins modelul biomecanic al sistemului picior-gamba la intregul membru
inferior. Daca pentru scopul lucrarii amintite, nu era necesar realizarea unui model complet al
membrului inferior, pentru nivelul urmator de cercetare si anume, studiul articulatiilor cot si
genunchi, modelele biomecanice trebuie la randul lor sa devina mai complexe.
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Masele si pozitia centrului de greutate au fost estimate intr-o prima faza pentru cele
trei segmente componente — coapsa, gamba si picior — pornind de la masa totala a subiectului
analizat si dimensiunile segmentelor membrului inferior (prin masuratori antropometrice). [1]

Ulterior am considerat gamba si piciorul sub forma unei bare articulata la un capat,
asamblatd cu o alta bara (coapsa), modelul capatind forma unui pendul fizic dublu (figura 2),
datele antropometrice fiind prezentate mai jos.

In lucrarea de fati am considerat ci asupra modelului actioneazi doud forte
perturbatoare F1 si F2, una asupra coapsei, cealalti asupra ansamblului gamba-picior. In
centrele de greutate ale barelor am pozitionat doud perechi de arcuri pentru limitarea
deplasarii modelului si amortizarea vibratiilor.

al 11

a2

12

Figura 1

Masa totala: 54 kg

Masa coapsei: 5,45 kg

Masa gambei: 2,91 kg

Masa piciorului: 1,02 kg

Masa gambei si piciorului: 3,93 kg
Iniltimea coapsei (11):0,48 m

inél‘gimea gambei: 0,40 m

Inaltimea piciorului: 0,10 m

Iniltimea gambei si piciorului (12): 0,50 m
Lungimea piciorului (Ip): 0,24 m

Pozitia CG al coapsei (al): 0,20 m

Pozitia CG al gambei si piciorului (a2): 0,20 m

A1, A2 — articulatii

CGc — centrul de greutate al coapsei

CGgp — centrul de greutate al gambei si piciorului
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Figura 2
Coordonatele punctului C1 sunt: O
Xc1 = aq Sinfy
Yc1 = a1€056;
Iar coordonatele punctului C2 au forma:
Xcp = l1sinfy + a,sinf,

Veo = licos61 + a,cos0,

3. DETERMINAREA ECUATIEI DE MISCARE A MODELULUI
CONSIDERAT

Pornind de la ecuatiile lui Lagrange de speta a I1-a:
d (0E OE
at (aq'l) 2q, ~ ip + Qir

in care: E este energia cinetica a sistemului,

V — energia potentiala,
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Qip — fortele restauratoare generalizate,
Qir — fortele perturbatoare generalizate,

gi — coordonatele generalizate ale sistemului (qi=01, q2=02), urmaresc determinarea
sistemului de ecuatii diferentiale de miscare ale modelului considerat.

Energia cinetica a sistemului este:

E=E +E,+E; )
unde: E; = % Jo16? energia cinetica a corpului 1;

E, = % Jo20% energia cinetica a corpului 2;

Ec, = %mzvgz energia cinetica a centrului de masa al corpului 2.

Momentele de inertie pentru corpurile 1 si 2 sunt:

_ml3
]01 - 3

_ mzl%
]OZ - 12

Pentru a determina viteza centrului de masa 2 se deriveaza coordonatele punctului Cs:
Xc; = 1,6,c0s6; + a,0,cos0,
Vep = —1,6,5in6; — a,0,sinb,
Rezulta:
v2, = %%, + v, = 202 + a36% + 2l,a,6,6,c0s(6, — 6,)

Energia cinetica a sistemului este de forma:

1 12 . 12 . L.
E=2[(B2 4+ m,l2) 07 + (B22 + mya) 67 + 2m,lya,610,c05(0, — 6,)]  (3)

1 : . .
E= E(mnCI% +2my2G; G +Mpq5)

Comparand cu forma generald a energiei cinetice din literatura de specialitate [3] se
pot determina termenii matricei de inertie:

mll%
3

— 2
mq = + mzll

my, = My = mylia,cos(6, — 6;)
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Matricea de inertie este:

mql?
(M] = [m11 m12] B ; Lt mylf myliazcos(6; — 6,) @
T Ilmyy maal m,13 2
mylia,cos(0, — 6;) 5 T M2a;

Urmatoarea etapa este determinarea energiei potentiale a sistemului si matricea de
rigiditate.

Energia potentiald a sistemului are forma:

V=V+V,+ 2V, + 2V, (5)
in care: V; = m;gAh, energia potentiald a corpului 1;

V, = my,gAh, energia potentiald a corpului 2;

Vo = %k(A? — A%) energia potentiald a arcului 1;

Vi = %k(A% — A%) energia potentiali a arcului 2.
Se determina deplasarile Ah; si Ah,:
Ahy = a;(1 — cos0,)
Ah, = 1;(1 — cos6;)+ a,(1 — cos6,)
iar energiile V; si V, devin:
V, = myga,;(1 — cos6;)
V, =myg[ly(1 — cos6,)+ a,(1 — cosb,)]

Tinand seama de faptul ca pentru valori mici ale unghiului 0 este permisa substituirea
. . . 62 . . . o .
sin @ =~ @ (in radiani), 1 — cosf = 5§ aplicand formulele binecunoscute din trigonometrie
rezulta [4]:

2

’]
Vi =mga, 71 (6)

Vo =myg (119712 +a; 92—22)

Energia potentiald a arcurilor este:

Var = 5 k1 (a36F + 28110,6) ()
Vaz = %kz[(l191 +a60,)% + 28, (146, + a,6,)]

in urma inlocuirii deplasarii arcurilor (A= A;y , + 81 5; 6; = a,104; 6, = 1,0, + a,0,).
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Dupa introducerea relatiilor (6) si (7) in (5) se obtine energia potentiald a sistemului
sub forma:

V= %[(mlgal +mygly + 2kia? + 2k,12)0% + (myga, + 2k,a2)02 + (4kAjqaq +

(8)

Derivand pe rand relatia (8) in functie de 8, si 6, si aplicand conditiile initiale 6; = 0,
92 =0 I‘ezultﬁ ca Ail'zz 0 Deci:

V= %[(mlgal + ngll + Zkla% + Zkzl%)ef + (ngaz + Zkza%)ezz + 4k2l1a29192](9)

1
V= ;(knCI% + 2k12q1q2 + k2295)

cu

Comparand formula obtinuta cu forma generala a energiei potentiale din literatura [3]
se pot determina termenii matricei de rigiditate:

ki1 = miga; + mygly + 2k,a? + 2k,1?
kiz = ky1 = 2kyl;a,

kz2 = mpga, + 2k, a3

Matricea de rigiditate este:

_|myigay + mygly + 2kia? + 2k, 13

K
LK 2k,la,

Fortele perturbatoare generalizate sunt:

__ F126x5,
Q1,2F - 501'2
ox, = adb;
6x2 = 12692

F1,2 = FOLZSilet

Matricea fortelor perturbatoare generalizate este:

=)

2k,la
myga, + 2k,a5
(11)
(12)

Pentru modelul considerat se obtin ecuatiile diferentiale ale sistemului mecanic
considerat sub forma matriceala:

[M] {gl} + K] {z;} — (H}sinwt

2
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mll%

+ m,l? mylya,cos(0, — 6;) {é }
3 LR
) g
mylya,cos(0, — 6;) mlzzlz + mya3 0,
L+ [mgan + mygly + 2k af + 2k, 12 2k,l a, i {91} _ {FOla}sinwt (13)
2k, a, myga, + 2k,a |62 Foal,

si sub formad analitica:

] ) y
( (m;ll + mzl%) 01 +myliazcos(8; — 61)0; +

+(myga, + mygly + 2kia? + 2k,12)6, +
+2k2l1a292 = FOlaSin(Dt

. (14)
m,lya,cos(8, — 6,)0. +(le%+m az)é' +
2h1a2 2~ U)o 12 203 ) U2
+2k2l1a291 + (ngaz + 2k2a%)92 = Fozlzsin(l}t
Tinand cont de datele antropometrice, matricele M si K au urmatoarea forma:
_ 1.31 0.37 - cos(6, — 91)]
M = [0.37 - cos(6, — ;) 0.23 (15)
_[87.77 19.68
K] = [19.68 15.9] (16)
iar matricea fortelor perturbatoare generalizate, pentru valorile Fy; = 30 N respectiv
Fy, = 20 N, este:
_ (3
w=(2) e
Avand 1n vedere relatiile (15), (16) si (17), ecuatiile diferentiale (13) si (14) vor fi:
-matriceal:
1.31 0.37 - cos (8, — 91)] 6, N
0.37 - cos(6, — 6,) 0.23 o,
87.77 19.68 91} _ (3.
+[ioes 150] {92 = {jofsin306t 18
-analitic:

{1.31 0, +0.37-cos(0, — 6,) -0, +87.77 - 6, + 19.68 - 0, = 3 - 5in30.6t (19)

0.37 - cos(6, —61) - 6; + 0.23 -6, +19.68-0; + 15.9- 0, = 10 - sin30.6t
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4. CONCLUZII

Se observa ca, ecuatiile de miscare obtinute corespund vibratiilor neliniare. Valoarea
pentru w = 30.6rad/s a fost adoptatd din experimente anterioare [2] pentru valori ale
fortelor perturbatoare Fp; = 30 N si Fy, = 20 N.

Imi propun ca intr-un viitor articol s determin pulsatiile proprii si modurile proprii de
vibratii, In cazul vibratiilor libere neamortizate pentru sistemul cu doud grade de libertate
considerat.
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