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Rezumat: Materialele granulare constituie o clasa de materiale compuse dintr-un numar mare
de entitdti elementare, asa numitele boabe. Aceste granule au adesea forme neregulate, iar
mdrimea acestora variazd intre un micron si cdteva zeci de metri in functie de domeniul de
aplicare. Aceste materiale se regdsesc in multe domenii, geologie, constructii civile si
intelegerea comportamentelor lor, care sunt complexe, este astazi intens studiat. Astfel, in
functie de eforturile aplicate acestui tip de mediu, se poate observa o evolutie comparabild cu
cea a unui solid, a unui lichid sau a unui gaz in functie de conditiile de functionare. Un
material granular supus unor solicitari mecanice, cum ar fi tremuratul, vibratiile, tinde sa se
compenseze treptat. Aceastd compactare implica constrdngeri datoritd geometriei i frictiunii
dintre aceste particule. Studiul compactarii, in special dinamica acestui fenomen la scard
larga, este rezultatul studiilor relativ recente. Se poate distinge doud regimuri, dacd
acceleratia depdseste un anumit prag, atunci se observd ca esantionul se deplaseaza liber
intre doud migcari verticale, fiind astfel supus socurilor care determind stratul de densificare.
Daca acceleratia nu este suficientd, energia sistemului este disipatd prin frecare.

Cuvinte cheie: granule, compactare, frictiune, vibratie, soc, acceleratie.

Abstract: Granular materials constitute a class of materials composed of a large number of
elementary entities, so-called grains. These granules often have irregular shapes and their size
varies between a micron and a few tens of meters depending on the scope. These materials are
found in many areas, geology, civil engineering, and the understanding of their behaviors,
which are complex, is today intensively studied. Thus, depending on the efforts made on this
type of environment, one can see an evolution comparable to that of a solid, a liquid or a gas
depending on the operating conditions. A granular material subjected to mechanical stresses,
such as trembling, vibration, tends to gradually offset. This compaction involves constraints
due to geometry and friction between these particles. The study of compaction, especially the
dynamics of this phenomenon on a large scale, is the result of relatively recent studies. Two
regimes can be distinguished, if the acceleration exceeds a certain threshold, then it is
observed that the sample moves freely between two vertical movements, thus being subjected
to the shocks that determine the densification layer. If the acceleration is not sufficient, the
system energy is dissipated by friction.

Keywords: granules, compaction, friction, vibration, shock, acceleration.
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1. INTRODUCERE

Metodele elementului discret vizeazd modelarea comportamentului colectiv a unui
mediu care constd din elemente interactionante distincte. Aceste metode sunt utilizate Tn mod
obisnuit pentru modelarea mediilor granulare, de exemplu nisip, pietre, medii condensate etc.
Una dintre particularitatile metodelor cu elemente discrete este de a lua in considerare fiecare
element constituind mediul studiat ca entitate separatd a carei miscare este gestionatd prin
interactiunile cu mediul sdu. Principiul general al acestor metode este prezentat in figura 1.

O alta particularitate constd in faptul ca sistemele pe care urmeaza a le aborda in
lucrarea de fatd, iau 1n considerare caracterul neregulat, pentru care s-a tinut cont de trei
motive. Primul dintre acestea face referire la faptul ca unele corpuri pot suferi deplasari si
rotatii mari, fard a suferi deformatii, ceea ce implicd neliniaritatea de tip cinematic. Un alt
motiv constd in faptul ca in cazul unei coliziuni intre doud particule rigide, functia,
dependenta de timp, care reprezintd viteza este discontinud, ceea ce implicd o neregularitate
temporald. O coliziune apare ca fiind instantanee in raport cu scala de timp a miscarii.
Ultimul dar nu cel din urma motiv luat in consideratie n aceasta lucrare este legat de legile
interactiunii dintre doua corpuri care sunt de obicei definite de relatii neliniare intre eforturile
si vitezele relative. Aceste relatii pot fi, de exemplu, conditii unilaterale conform legii
Coulomb. Prezenta unor conditii unilaterale da nastere unor discontinuititi In evolutia
variabilelor cinematice [1].

Aplicarea solicitarilor si
predictia pozitiilor corpurilor

!

Detectarea geometrica a punctelor de contact
si calcularea reperelor de contact locale

!

Rezolvarea problemei de
interactiune

!

Actualizarea torsorului eforturilor
si corectarea pozitiilor corpului

-

Fig. 1. Etapele unei metode prin elemente discrete.

Elementele necesare pentru o modelare prin elemente discrete sunt: discretizarea in
spatiu a comportamentului corpurilor, cinematica lor, detectarea interactiunilor, legile
verificate de aceste interactiuni si in final, diferitele strategii si metode de rezolvare a
problemei complete [2].

2. ECUATIA MISCARII UNUI CORP iN PREZENTA UNUI CONTACT

Se poate scrie ecuatia dinamicii unui corp in prezenta contactelor dar fara soc in
urmatoarea forma:

Mii = F(q,u,t)+ P(t)+r (1)
unde g reprezinta orice parametru (de exemplu pozitia centrului de greutate al unui corp rigid,
parametrii de rotatie ai acestui corp sau deplasarile nodurilor elementelor de plasa finite), u
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functia de viteza si r contributia fortelor de contact pe care nu le stim prioritare. Vectorii
F (q,u,t)si P(t) reprezintd fortele externe sau interne precum si viteze dependente de viteza
denumite Tn mod obisnuit centrifugal si giroscopic.

Pentru un corp rigid aceastd ecuatie inseamna ca torsorul fortelor exterioare este egal
cu torsorul dinamic. Aceasta ecuatie se poate scrie sub forma ecuatiilor Newton - Euler:

my=P(t)+r )
Io=-w-(I-0)+Mp(t)+ Mr 3)

unde v reprezintd viteza centrului de masa, @ vectorul de vitezd unghiulard, @ derivatul
vectorului viteza in referinta legata la solid, respectiv P(t)si MP(t) reprezinta rezultatul si

momentul in centrul de greutate al torsorului fortelor externe, » si Mr rezultatul si momentul
rezultant in centrul de greutate al torsorului fortelor de contact, m matricea de masa, [
matricea de inertie. Relatia (3) este prioritar neliniard datoritd primului termen drept,
termenul nul in cazul bidimensional sau cand corpul are o simetrie sferica [3].

Aceasta ecuatie diferentiald nu permite descrierea riguroasa, din punct de vedere
matematic, ce se intdmpla in timpul unei coliziuni sau a oricarui alt fenomen neregulat.
Relatia (1) trebuie, prin urmare, sa fie extinsa la formalismul dinamicii neregulate. Avand in
vedere ca functia de vitezd u este o functie de variatie limitata local, este posibil sa se scrie
problema in ceea ce priveste masuratorile diferentiale asa cum propune Moreau [4]:

Mdu =[F(q,u,t)+ P(¢)}dt + rdv “4)

unde du reprezintd masura diferentiald u, dt masura lui Lebesgue si r contributia
impulsurilor locale exercitate in timpul prezentei contactelor si dv o mdsurd non-negativa. In
cazul obisnuit, gasim forma clasica (1) cu du = udt .

3. DESCRIEREA CONTACTULUI

Vom discuta pe scurt alegerile facute pentru a modela contactul intr-un mod general.
Pozitia contactului depinde de scala selectatd, contactul poate fi un punct, o linie sau o
suprafatd. Aceste situatii care se gdsesc pentru obiecte rigide sau deformabile pot fi luate in
considerare prin diferite abordari. Este conventional in simulérile materialelor granulare sa se
considere abordarea nodului la nod, contactele liniare sau de suprafatd fiind reprezentate de
mai multe puncte de contact simultane. Acest lucru poate introduce o suprapunere de ecuatii.

Fig. 2. Diagrama contact antagonist cu repulsie dupa percutie cu soc

Prezenta unui soc de percutie intre doua corpuri genereaza o energie potentiala care se
transformd 1n energie cineticd odatd cu fenomenul de repulsie, iar in virtutea principiului
mecanicii al actiunii urmata de reactiune, cele doud corpuri sunt supuse fortelor exercitate in
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punctul de contact in directii opuse. Aceste forte implica faptul céd cele doud corpuri nu se
intrepatrund. Apoi este posibil sa se defineascd o alegere a modelului, definind urmatorul
principiu: fie doud corpuri in contact, unul antagonist A si unil candidat C, si se presupune
ca candidatul nu trebuie sa patrunda in antagonist. Antagonistul poartd marca de contact
local, normala fiind orientatd de la antagonist la candidat (figura 2).

Contactul dintre un corpul candidat C si corpul antagonist 4 va fi descris de relatiile
dintre doud puncte cele mai apropiate local, pe cele doud contururi ale corpurilor. Se
presupune cd in fiecare moment suntem 1n masura sa definim o astfel de pereche de puncte
cat mai apropiate, precum si un sistem de coordonate local (n, t, s).

Legile comportamentului interactiunii sunt scrise in termeni de distantd algebrica g si
viteza relativa U intre cele doud corpuri. Vitezele relative U 1n sistemul de coordonate locale
si vitezele u 1n sistemul general de coordonate pot fi legate de un operator care va fi notat cu

H™, pentru un contact o, si care este construit prin relatii cinematice. O descriere mai
detaliatd a constructiei acestui operator de trecere poate fi gésitd in [5]. Dacd luam in
considerare un contact ¢, putem scrie:

U =H" (g )

Relatia dubld dintre reactiile locale R si contributia lor in cadrul de referintd global

r% se poate scrie:
r =H"(q)R” (6)
r in relatia (1) reprezintd suma tuturor contributiilor contactelor aplicate corpului. Operatori

H**(q), H%(g) sunt liniari si transpusi unul cu celilalt. Operatorul H % este construit din
considerente energetice.

4. LEGILE DE INTERACTIUNE

Actiunile neregulate pot fi descrise la diferite scari de timp si spatiu in functie de
nivelul de descriere necesar. Aceste actiuni pot rezulta din fenomene foarte complexe care
necesitd, de exemplu, luarea in considerare a reactiilor chimice, a fenomenelor termice,
modificarea acestor actiuni in timp. Este obisnuit in domeniul simuldrii numerice a
materialelor granulare sa se aleagd legi de prag pentru a traduce fenomenologia interactiuni
care raman in general intelese eronat.

Legile folosite pentru simuldrile noastre rdman simple: unilateralitatea si legea
frictiunii uscate.

4.1. Etapa unilateralitatii

Contactul unilateral semnificd faptul ca doud corpuri nu se pot interpenetra. O
interpretare simpla este aceea de a considera cd nu existd nici o atractie (actiune la distantd) si
nici o fortd coezivd. Expresia tuturor acestor afirmatii este rezumatd de conditiile lui
Signorini 1n decalaj:

g20, Ry=0, gRy=0 (7
unde g reprezintd interstitia dintre doud corpuri, Ry componenta normala a reactiei locale
iar indexul N indica partea normald a unui vector.
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Luand in considerare aceastd lege discontinud necesita fie o tehnicd de reglementare,
fie o sa utilizeze o metoda de rezolutie capabila sa trateze conditiile de complementaritate.

Este posibila rescrierea conditiilor Signorini (7) in functie de viteza normala U y, asa
cum a propus Moreau [6], sub forma unei conditii complementare in viteza (8):
la un moment dat
to, gltg)=0; veelo,T],

8
daci g(t)<0=>Upy >0, Ry >0, UyRy >0, ®

Ry

Uy

Fig. 3. Graficul conditiei de complementaritate in viteza.

Conditiile de complementaritate, in decalaj sau in viteza, modeleaza contactul intr-un
mod ideal sau simplificat. Intr-adevar, la scara de contact, suprafata obiectelor care
interactioneaza nu este netedd ca un plan sau pe suprafata unei sfere. Prezenta asperitatilor
care se pot deforma sub actiunea contactului poate justifica un alt model de comportament.
De exemplu, se poate propune ca reactia sa fie proportionald cu diferenta g, care poate fi

luatd valorile negative reflectdnd interpenetarea. Conditia unilateralitatii este astfel
regularizatd de un model cu flexibilitate liniara care poate fi scris in forma:

<0, Ry =-k
Daca: & N NE 9)
gr 0, RN =0

1
1
Lo

g

Fig. 4. Graficul unei legi regularizate.

Modelul prezentat in conditiile din (4.1) este relativ simplu; este posibil sd se Tmbogateasca
ca In metodele de tip “Molecular Dynamics”. De exemplu, putem propune urmatorul model:

<0, =Ry =maxl0, —kyg—-vyU
g>0, Ry =0
Termenii kjy si vy reflectd rigiditatea si viscozitatea.
Este important sa subliniem abordarea regularizatd si sd ludm in considerare legea
complementaritatii in vitezad necesitd o schema de integrare adecvata.
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4.2. Etapele frictiunii

Legea Coulomb a frictiunii uscate poate fi scrisd in modul urmator, in cazul unui
contact: Reactia tangentiala se opune alunecarii si trebuie sa verifice:
Ur

|Rr||< Ry dacid: [Ur|>0, Ry =—uRy w altfel: |Rr||< uRy

Fig. 5. Graficul bidimensional al reprezentarii legii Coulomb.

Se poate gasi o solutie regularizata in acelasi mod ca cel propus anterior pentru partea
normald. Acest lucru este frecvent utilizat in metodele de tip “Molecular Dinamic” [7].

4.3. Parcursul fenomenelor mecanice sub influenta legii socurilor

In timpul unui soc dinamic cu percutie, adici al unui contact care are loc intr-o
perioada foarte scurtd de timp, legile anterioare descriu doar ce se ITntdmpla in timpul stabilirii
contactului, fara a oferi informatii despre trecerea contactului indus de socul dintre cele doua
solide. Prin urmare, trebuie sa fie o lege de soc adoptatd. O astfel de lege trebuie sa descrie
un fenomen complex care apare intr-un interval de timp foarte scurt, de exemplu o deformare
elastica, pe care nu o vom lua in considerare in scara [8]. Este obisnuit sd folosim legea de

restituire a lui Newton, U ]":, =—eU )y, unde U]J{, reprezintd viteza relativd normala dupa

coliziune si U viteza relativd normala inainte de coliziune si e coeficientul de restituire a

carui validitate este discutabila [9].

In ceea ce priveste partea normald, poate fi important si se introducd un coeficient
tangential de restituire pentru a modela efectele tangentiale asupra socului. Acesti parametri
care fac posibild traducerea unei legi de soc nu constituie o teorie generala a socurilor [10].
Cu toate acestea, unele experimente au aratat relevanta acestei legi pentru solidele cu o
anumitd geometrie [11].

5. SCHEMELE DE INTEGRARE

Obiectivul schemelor de integrare in timp este de a obtine o discretizare a ecuatiilor
diferentiale (1) sau (4). In cazul obisnuit, este posibil sa se utilizeze orice schema de integrare
pentru ecuatiile diferentiale, aceste scheme avand diferite proprietdti in ceea ce priveste
precizia, conservarea energiei si stabilitatea convergentei.

In cazul neobisnuit, problema este diferiti deoarece solutiile isi pierd proprietitile
necesare pentru construirea schemelor: diferentiabilitate, continuitate. O solutie a problemei
constd in abordarea asa-numitelor metode bazate pe evenimente, bazate pe o diviziune
adaptiva a intervalului de timp considerat astfel incat sd capteze momentul unei coliziuni.
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Scopul este de a separa partea obisnuitd a miscarii (miscarea fard contact sau contactul
persistent) de la partea neregulata a miscarii (soc sau schimbare a starii de frictiune). Aceasta
abordare face posibild utilizarea celor mai multe scheme de integrare a ordinelor inalte [12]
pentru fiecare interval in care miscarea este regulatd. Dificultatea apare in determinarea
trecerii de la un interval la altul [13]. In plus, in timpul unei acumuliri de coliziuni, aceasti
abordare devine dificil de utilizat deoarece timpul unui interval regulat intre doua evenimente
neregulate devine prea mic. Aceastd abordare este folositd in mod obisnuit in domeniul
roboticii in care perioadele de zbor liber sunt importante si necesitd calcule precise cu o
discretizare dificild a timpului.

Problema poate fi solutionata si prin utilizarea metodei “pas cu pas”, bazate pe o
impartire arbitrara a timpului care nu este neaparat uniforma. In acest caz ordinea schemei de
integrare este in mod necesar mic, una sau doud. Intr-adevir, prezenta unui soc genereazi o
discontinuitate a functiei de viteza. Aceasta este, in ecuatia (4) cand functia de viteza are o
variatie limitata, acceleratia nu poate fi definitd. Regulile legale de interactiune modifica de
asemenea proprietatile schemei de integrare. Acest tip de decupare face posibila procesarea
unui numar mare de discontinuitati in timpul unui pas de timp. De asemenea, moi pot fi
identificate si doud familii de scheme de integrare explicite asa cum sunt de pildd metodele
derivate din ,,Molecular Dynamics” [14], si implicit, metodele derivate din mai cunoscutul
altgoritm “Dynamics Contact” [4, 15] sau ,,GEM”.

Avand 1n vedere proprietdtile de integrare ale masuratorilor diferentiale [8], [9], este
posibila generalizarea scrierii ecuatiilor dinamice si obtinerea unei integrari a acestei ecuatii:
V,..telo, T]:

M[u(t)— u(z’)] = JZ [F(q, u,s)+ P(s)lds + J.[T’t]rdv

q(t) = q(z’) + J.Tt uds

Aceasta expresie este obtinuta indiferent de numarul de coliziuni potentiale In timpul
unui pas de timp [0, T].

(11)

Pentru aproximarea numerica, intervalul de timp [0, T ] va fi arbitrar impartit in sub-
intervale. Considerand un interval de timp [ti, ty qu lungimea /, obtinem:

M(uf - ul-)z J:f [F(q,u,s)+ P(s)]ds +hry

(12)
0= gle)+ L s

1 S . . < .
cu ry =% J[t ) ]Rdv valoarea medie a impulsului pe etapa de timp. Se va cauta, prin
‘ i Iy
urmare, perechea (U o R f) satisfadcand ecuatiile dinamicii si legile interactiunii.
Cand un corp este discretizat in elemente finite, este necesara o etapa suplimentara,
ceea ce inseamna introducerea unui termen de rigiditate pentru primul membru [16].

6. PASII STRATEGIEI DE REZOLUTIE

Paragrafele anterioare ne-au permis sd mentiondm toate detaliile referitoare la o
problemd de contact: o discretizare spatialda si temporald, un model pentru tratarea

multe strategii de calcul pentru probleme dinamice neregulate [16].
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Vom descrie elementele necesare pentru a defini problema cu contactul. Problema
care trebuie rezolvata poate fi schematizata ca in figura 6.

Ecuatia dinamicii

H,q - ¥
|
H*a‘((q) H%q)
¥
U%= =|R%

Tratarea legaturilor de contact
Fig. 6. Relatiile dintre variabilele locale si globale.

La nivel global, se ia in considerare ecuatiile dinamicii verificate de fiecare organism,
iar la nivel local se tine seama de legile de interactiune dintre perechile de noduri ale

corpurilor in contact. Trecerea dintre aceste doud nivele se face folosind matricele H si H ™
care depind de pozitia punctelor de contact, discretizarile spatiale si temporale. Existda mai
multe tipuri de abordari pentru rezolvare, cum ar fi:

- o rezolutie simultana la nivel global si local, ca cea folositd de Alart si Curnier [18];

- o rezolutie la nivel global este principiul strategiilor de eliminare sau de substitutie
care pot fi gasite in metodele de penalizare sau multiplicatori Lagrange in metodele cu
elemente finite;

- o rezolutie la nivel local este principiul strategiei de condensare.

Abordarea globald constd in rezolvarea sistemului liniar constind in toate ecuatiile
dinamicii, tindnd seama de legile interactiunii. Folosind o discretizare in spatiu si timp, putem
asambla urmdtorul sistem:

M(uf _“i):h’”free + hr (13)

unde M este o matrice de bloc diagonald, fiecare bloc avand marimea sistemului de ecuatii
. . t .

care regleazd miscarea unui corp. Vectorul hrg,, = Lf [F(q,u,t)+ P(¢)|dt reprezinta

contributia eforturilor fara contact, unde % este pasul temporal.

Toate relatiile de contact trebuie sa fie addugate la sistem. O modalitate de a obtine un
sistem care nu depinde de variabilele locale este descrisd in [19]. Principiul general este
urmatorul, tindnd cont de relatiile cinematice (matricea H ), variabilele locale (g;U ;R) sunt

eliminate din legile locale de interactiune pentru a pastra numai variabilele globale (q;u).

Astfel, prin eliminarea » din expresiile precedente, obtinem un sistem de inegalitati care
depinde doar de variabilele globale. Aceste inegalitati pot fi rezolvate folosind metode
limitate de rezolvare a sistemelor constranse. Din punct de vedere numeric, aceasta strategie
permite utilizarea unor metode de rezolutie directe sau iterative.

Abordarea locala este aceea de a condensa ecuatiile dinamicii la nivel local. Rezolutia
se face la doud nivele, verificim mai intai legile de contact la nivel local, iar atunci cand
relatiile sunt verificate actualizim ecuatiile dinamice la nivel global [20]. Este posibil sa se
condenseze sistemul total (13) ca:

228



Metode de modelare a elementelor granulare tridimensionale

U =U fe + WhR (14)

sau W=H"M"'H este operatorul Delassus si U free =H * (M _lhrﬁee + ul-) reprezintd

viteza relativa locald in absenta unui contact.

Trebuie sa facem distinctia intre metodele de rezolutie directe si iterative. Pentru a
folosi metode de minimizare cu constrangeri, este necesar a reformula problema anterioara
folosind legile de contact care dau un sistem de inegalititi care depinde numai de reactiile
locale R. Este posibil sd se rezolve simultan relatiile normale (de contact) si tangente
(frictiune) sau sa se rezolve succesiv problema péana la convergenta.

7. CONCLUZII

Folosirea unor metode discrete de elemente pentru a studia o multitudine de corpuri in
interactiune, cum ar fi granule de balast, obliga la alegerea intre toate elementele prezentate.

Studiul comportamentului unui esantion reprezentativ de agregate supuse diferitelor
solicitari, in special studiul unei portiuni de cale balastata, necesitd luarea in considerare a
mai multor mii de granule. Sistemul studiat este cel mai adesea compact, numarul punctelor
de contact poate fi important. S-a adoptat, prin urmare, abordarea pas cu pas. Legea de
interactiune luatd in considerare au fost unilateralitatea, pentru a explica interpenetrabilitatea
si frictiunea Coulomb.

Este posibil tratarea conditiei de unilateralitate si a frictiunii uscate prin regularizarea
aproximarilor, ca In metoda “Molecular Dynamic”. Important este evidentierea a doud puncte
printr-o schema explicitd este stabild conditionat, depinde cel mai adesea de metodele care
utilizeaza regularizarea contactului, raportul dintre rigiditatea de contact introdusd si masa
granulelor. In general, se considerd pasi mici in timp, comparativ cu o metoda implicita,
pentru a asigura stabilitatea schemei. Este de asemenea posibil s se asigure aceasta stabilitate
prin introducerea unei vascozitati artificiale. Totodatd, simularile avute in vedere, de exemplu
incarcarile ciclice, necesita un timp de simulare lung. Folosirea unui ciclu mic de timp poate
necesita o recalculare in trepte, stiind ca granulele rigide se pot interpenetra doar foarte usor
pentru a evalua evolutiile foarte precise. Abordarea de tip "Contact Dynamics" permite
utilizarea unor pasi mai mari in timp si luarea in considerare a unilateralitdtii fard aproximare.
In contrapartidi, numarul operatiilor care trebuie efectuate este mult mai mare si s-a ales
aceasta abordare. Legile de interactiune au fost scrise folosind modelul candidat antagonist.

Numarul mare de contacte determind, pentru o metoda globala de rezolutie,
asamblarea unei matrici de dimensiuni mari. Din punct de vedere numeric, asamblarea acestei
matrici necesitd o memorie mare, deci s-a preferat adoptarea unei strategii de rezolutie locala.
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