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Rezumat: Metodele elementului discret reprezintd o alternativa la o abordare a elementelor
finite de modelare a comportamentului materialelor granulare. Aceasta lucrare este dedicata
studiului unei materii granulate supuse incdarcarilor ciclice: balastul de cale ferata. Modelele
utilizate se bazeazda pe metoda Molecular Dynamics, dezvoltatda dupa Cundall. Am ales
abordarea Nelineard a Dinamicii Contactului pentru metoda de rezolutie si prezentam toate
aspectele tehnice pentru cazurile bidimensionale si tridimensionale. Aceasta abordare a fost
mica sau nu a fost utilizata in domeniul feroviar. Ultilizarea acestui tip de metoda este o
problemda industriald, intr-adevar poate imbunatati intelegerea comportamentului balastului §i
defineste regulile de intretinere.

Cuvinte cheie: bidimensional, contact, convergentd, dinamica contactului, impuls.

Abstract: Discrete element methods are an alternative to a finite element modeling approach
for granular material behavior. This paper is dedicated to the study of granular material
subjected to cyclic loading: the railway ballast. The models used are based on the Molecular
Dynamics method, developed after Cundall. We chose the Non Linear approach to Contact
Dynamics for the resolution method and we present all the technical aspects for two-
dimensional and three-dimensional cases. This approach was small or not used in the rail
sector. Using this type of method is an industrial problem, it really can improve understanding
of the behavior of the ballast and defines the maintenance rules.

Keywords: bidimensional, contact, convergence, contact dynamics, momentum.

1. INTRODUCERE

Intr-o formulare matematici riguroasi, Moreau a construit metoda dinamicii
contactului, “Metoda Nelinearda a Dinamicii Contactului” [1, 2, 3, 4]. Aceastd metoda se
bazeazd pe o ecuatic adaptatd a dinamicii in prezenta unor eventuale coliziuni. Se
caracterizeaza printr-o discretizare temporizatd in timp, utilizdnd o schema de integrare
implicita si luand in considerare o detectare explicitd. O rezolvare locala calculeaza simultan
vitezele si reactiile, luand in considerare legile de interactiune [5]. In continuare se va
prezenta toate elementele care constituie aceastd metoda.
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2. SCHEMA DE INTEGRARE PENTRU ECUATIILE DINAMICII
NEREGULATE

Pentru a aproxima numeric, intervalul de timp [0, 7] va fi arbitrar impartit in
subintervale. Considerand un interval de timp [tl- , By qu lungimea / , obtinem:

M(uf - ul-)z J:f [F(q,u,s)+ P(s)]ds +hry

(1)
q(t) = q(z’) + J: uds

1 . : . 9 . .
unde ry =% J[t ) ]Rdv este valoarea medie a impulsului raportata la unitatea de timp.
‘ i Iy

Utilizand forma neregulata integratd a ecuatiilor dinamice (1), a rezultat o schema numerica
de tip "metoda @" pentru aproximarea celor doua integrale in timp:

JZf [F(q,u,s)+ P(s)]ds si ij uds .

Putem scrie:

" (P o)+ PO == OF g t)+ Ples )+ 0]l oot )+ Pley )=
< HF (st )+ Pt )
qr=q; +h|(1-0OW; +Ous|=q,, +hou, 3)

unde: ¢,, =t; +(1=0)r si q,, =q; + h(1—O); iar du = udt.

2

In cazul in care 6 € [0,5, 1], atunci inseamnd ca schema de integrare este implicita si
stabila neconditionat.

3. DISCRETIZAREA RELATIILOR CINEMATICE

Metoda “’NDC considera ca fiind necunoscute variabilele cinematice de la sfarsitul
treptei, precum si impulsurile medii [6]. Totusi, asa cum am vazut, ecuatiile dinamicii sunt
exprimate sub forma de variabile globale (u; r) si legile de interactiune sub forma de
variabile locale (U ; R). Relatiile dintre variabilele locale si globale sunt scrise sub
urmatoarea forma (4) respectiv:

~U=H" (Q)” 4)
-r=H (q )R
unde: g este configuratia utilizatd pentru a determina reperele locale. Metoda este implicita
pentru functia de viteza u si explicitd pentru functia ¢ . Intr-adevar, solutia depinde implicit
de referinta, ar fi necesar ca fiecare rezolutie locald sa recalculeze aceste cantitati care ar fi
mult prea grele. Este o complicatie tehnicd, si vom face aproximarea, avand in vedere pasii de
timp simplificati considerati, faptul ca reperul de contact local nu se schimbd precum
operatorii de trecere dintre sistemul de referintd global si sistemul de coordonate local [2].
Configuratia de evaluare a legilor de interactiune nu va fi aleasa la intdmplare, vom
considera ¢,, =¢q; +(1—0)hu;. Avand in vedere aproximarea efectuati vom folosi
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urmaétoarele relatii pentru calcul:
~Uy =H (qpuy 5
6))
~rp =H(gn)Ry
Se poate observa ca diferenta de la sfarsitul etapei N este intervalul de la inceputul

etapei N +1. Dupa ce am determinat diferenta in configuratia intermediard, Incercdm sd
verificaim legile in termeni de (g f=8m+hUs,Us,R f). De fapt, totul se intampla ca si

cand am fi rezolvat dinamica globala intre momente ¢;, ¢y =¢; +h si contactul dintre
momente ¢, =t; +(1- 0 si t,, =ty + (1-@=t,, +h. In cazul in care 6=0,5 va

rezulta metoda in salturi In cazul in care rezolutiile globale si locale sunt schimbate.
4. REZOLVARE PRIN METODA NELINIARA GAUSS-SEIDEL

Considerand ca M este regulat, ca organismele sunt rigide, si folosind operatorii de
referinta locald, referinta globala (figura 1),

Ecuatia dinamicii

u.q F
[
H*%(q) H%(q)
¥
I =|R%

Tratarea legaturilor de contact
Fig. 1. Relatiile dintre variabilele locale si globale.

sistemul poate fi scris sub forma (6) respectiv:U =U free T WHR, unde:U =U"u r reprezinta
vitezele relative dintre nodurile in contact. Expresia U 4, = H *(“i + M7y ﬁ,ee) reprezintd

vectorul vitezelor relative fira a lua in considerare fortele de contact si W =H M i se
numeste operatorul Delassus. Pe cale de consecintd, ecuatia de contact verificatd « poate fi
scrisa astfel:

n
a _rra S aB g n B
U*=U%,, + 2 W7 IR ™)
p=l1,
unde: n,. este numdrul total de contacte. Separarea contributiei acestui contact « de
celelalte:
n
a_rra aa 1 pa S af B
U =U%,, +WhR" + 3 WP hR (®)
pB=l. pza

Se poate observa ca daca se stabilesc contributiile contactelor f#a in aceastd

ecuatie, se poate obtine o relatie liniard intre U%si R . In acest caz este posibila si gasirea

unei perechi de forma (U “ R a) care sd poata satisface ecuatia liniard si o lege de contact
de tipul:

legea(ga, U?, U%, R%, Rg)zreal )]
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In cazul bidimensional, este posibili obtinerea expliciti a unei solutii gratie unei
intersectii a graficelor [8]. In cazul tridimensional este necesar si se foloseascid o metoda
iterativa, ca metoda generalizata Newton [9].

Acest algoritm este, prin urmare, relativ simplu, perechile de ecuatii sunt rezolvate
(dinamica si interactiune) pentru fiecare contact, ludnd 1n considerare celelalte contributii
fixe. Se considera ca metoda de convergentd la o solutie atunci cand solutia fiecarui contact
nu se modificd mai mult decat un anumit prag. Aceastd metodd poate fi comparatd cu o
metoda de tip nelinear de tip Gauss - Seidel. Mai multe detalii despre rezolare pot fi gasite in

[1, 8]. Evaluarea termenului 228:1 WP RP se poate face printr-una din cele doua

oot
metode [10], [11] respectiv “NDC” sau “Schimb Local Global”. in cazul utilizirii metodei
“NDC” cu stocarea datelor locale, unde calculele se fac o datd pentru toti termenii, pot fi
gasite totodata si alternative la metoda Gauss - Seidel utilizata in mod obisnuit pentru metoda
de rezolutie “NDC”. De exemplu, se poate utiliza o0 metoda conjugata proiectata, care este un
algoritm de optimizare cvasiconstransa,. Utilizdnd aceastd a doua metoda, atunci, pentru
fiecare reactie de contact calculata, contributia acesteia va actualiza in ecuatia dinamicii
Mu=F (q, u,z) + P(t) + r si a particularitatilor acesteia in cauza. Este importanta sublinierea

unei concluzii preliminare conform careia, aceastd metodd necesitd o cantitate micd de

memorie deoarece termenii W% nu sunt stocati in memorie unitdtii de procesare a uni
terminal.Cu toate acestea insa, este o metodd mai scumpa in ceea ce priveste accesul la
memorie si numarul de operatiuni sau. Este important de subliniat si faptul ca paralelizarea
metodei Gauss - Seidel prezentata este posibila si da rezultate excelente [11, 13].

5. STANDARDE DE CONVERGENTA

Pentru a determina dacd metoda de convergentd spre o solutie, este necesar si se
evalueze, pentru fiecare contact, precizia cu care se verifica legea de contact. Existd diferite
metode pentru a analiza aceastd precizie, vom prezenta unele dintre ele. Prima metoda
permite estimarea preciziei contact prin contact. In general, in timpul unei iteratii Gauss -
Seidel daca luam 1n considerare contactele n,. si contactele «, atunci contactele S, cu

S <« au valori actualizate si cu £ > o au valori de la iteratia anterioard. Rescrierea ecuatiei

8 notand RY conduce la determinarea valorii lui R si a iteratiei recurente si se obtin astfel:

nC
US=UG  + WO R + 3 W — W hRS (10)
p=1
care mai poate fi scrisa si asa:
nL’
p e (R —Rg‘)zU“ ~U% e = 2 WP IRY (11)
p=1

nC
In timpul unei iteratii, cantitatile ZWaﬂ hRP si U%,ee sunt cunoscute si cuplul

p=1
U?%, RY este determinat de legile interactiunii. Prin urmare, este posibil si se estimeze
exactitatea cu care este verificatd legitura de contact. Pentru a simplifica aceastd estimare,
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pentru fiecare contact cantitatea AW g* (R]‘i‘/ ~RY, ), unde Wx“ reprezintd partea normald a

e
. . a . - - - . . © e A
operatorului Delassus si R N reactia normald. Daca aceastd cantitate este mai mica decat un

prag stabilit, se considera ca legea de contact este corect verificatd pentru contactul examinat.
In caz contrar, procesul iterativ al lui Gauss - Seidel este continuat dar considerand ca nici un
contact nu este verificat. Contactele sunt analizate pana cand verifica legatura de contact cu
precizia dorita.

A doua metodd estimeazd acuratetea la nivel global pentru toate contactele. Exista
estimdri pentru masurarea erorilor de comportament, inclusiv a energiei de referinta din cauza
reactiilor, a incélcarii grave sau a incélcarii patrate. Considerand notatiile Iui Moreau [8],

n. 1
putem defini: energia de referintd, w, = Z—(Waa -hR% -hR* + W hRY - hRE ) si
7 2
nC

2

(W““ -hR% - hR* + W %% hRZ .hRg’)

N | =

incalcarea medie, v; =
W}"

Incilcarea medie permite estimarea penetrarii in directia reactiei. Aceste estiméri sunt
mai greu de calculat, deci este important sd evaludm periodic aceste cantitati in timpul
iteratiilor. Aceste doud metode de evaluare a corectitudinii calculului sunt implementate intr-
un mod diferit. Pentru prima metoda, consideram ca si cand examinarea contactelor, care sunt

verificate. Dacd se noteaza cu N ;s numdrul corect de contacte verificate, se poate rezuma

aceastd metoda printr-un algoritm. in cazul contactelor n ¢ pentru un contact & determinat de

(U“, R“), legea se verificd astfel: dacd ‘hW]f,‘“ [RJO\‘, ~RY ) <pragul, atunci

= Nyerif =Nyerig +1. In caz contrar Nyerir =0. Daca Nye.ip >2-n, atunci se iese din

program. Aceastd metodad este strictd, dacd un contact nu este verificat, atunci vom lua in
considerare ca este necesar sd reexamineze toate contactele. Din punct de vedere practic, un
parcurs maximal ale tuturor contactelor este stabilit.

Calculul incélcarii medii fiind mai mare, este necesar si se adopte urmadtoarea
abordare: vom trece prin toate contactele de N ori si apoi vom calcula incdlcarea medie.
Daca se depaseste o anumita toleranta fixata, atunci procesul este repornit. Atata timp cét
Ieq ™ toleranta, atunci = parcursul N in lista de timp a contactelor o pentru fiecare

contact « sise poate determina (U “ R“ )., iar legea de variatie se verifica.

Obiectivele acestor doud metode fiind aceleasi, abordarea lor ramane diferitd. Prin
urmare, trebuie sd ludm in considerare o comparatie in ceea ce priveste precizia, timpul de
calcul.

7. CONCLUZII

Metoda de rezolutie prezentatd face posibild tratarea unei probleme de interactiune
intre corpurile rigide sau deformabile prin intermediul unei scheme implicite. Aceasta
caracteristica importanta face posibila utilizarea pasilor de timp mai mari decat cu o abordare
de tip “Molecular Dinamic”, in schimb numarul operatiilor care trebuie efectuate este mult
mai mare (rezolutie iterativa, constructie a operatorului de trecere).
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Metoda ,,NDC” are avantajul de a fi stabild, schema de integrare implicita, iar solutia
locald Gauss - Seidel este robustd. Este necesar sd se evalueze influenta parametrilor de
calcul: marimea treptei de timp, standardul de convergenta etc.

Prin repetarea schemei de principiu a metodelor elementului discret, putem rezuma
etapele descrise.

Nu am specificat calculele de matrice de masa si matrice de inertie, care sunt usor de
determinat in cazul bidimensional si care vor face obiectul unui studiu tridimensional.
Elementele discutate in aceastd lucrare au furnizat elemente pentru modelarea interactiunii si
metoda de rezolutie, aceste alegeri fiind valabile in cadrul bidimensional si tridimensional.
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